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Erste Vorlesung.

Einleitung in die Theorie der hyperelliptisehen Integrale.

Bezeichnet s eine durch die quadratische Gleichung

«qS^ + 2f/,s -f- «2 = ^

definirte algebraische Function, in welcher die ganzen Functionen

r/„, «f, «2 ^^^ Variabein z so beschaffen sind, dass

S == — «1 + V^\' — ^0^2

eine rationale Function von z und einer Quadratwurzel aus einem

nur einfache Factoren enthaltenden Polynome 2p -f~ l*^*"" oder 2p -j- 2"""

Grades darstellt, so wird der Theorie der liiiperelliptischen Integrale

p — !'*' Ordnung ein Ausdruck von der Form

worin F eine rationale Function bedeutet oder

zu Grunde gelegt, in welchem f wiederum eine rationale Function

und jR(^) ein von Doppelfactoren freies Polynom 2^) -j- l'*"" oder

2p -|- 2'''" Grades bezeichnet.

Der geometrische Ort der Variabein z, von dem die Function

f(z,]/E{0))

eindeutig abhängt, ist, wie aus den allgemeinen Principien der

Functionentheorie bekannt, eine doppeTblättrige RiemannscJie Fläche

mit 2p -{-2 Vcr^weigungspunMen , die, ivenn Fi{z) vom 2p -{-
!'''"

Grade, die 2p -\- 1 Wurzeln dieses Polynoms und der unendlich ent-

fernte FunJct,. ivenn R(z) ein Folynom des 2p -\- 2''^" Grades, die

22> -|- 2 Wurzeln dieses Folynoms sind.

Es ist aber auch unmittelbar zu sehen,

dass jede in der angegebenen Weise vcrziveigte Function,

welche in einer endlichen' Anzahl von Funlden von einer

endlichen Ordnung unendlich ivird, rational aus z und

j/R (z) zusammengesetzt ist ;

denn da jede mehrdeutige Function S, deren Riemann'sche Fläche

aus zwei Blättern besteht, und die nur in einer endlichen Anzahl

von Punkten derselben von einer endlichen Ordnung unendlich wird,

Künigsbcrgpr, hyperell. Integr. _ 1



2 Erste Vorlesung.

bekanntlich als Lösung einer quadratischen Gleicliung dargestellt

werden kann, deren Coefficienten ganze Functionen von z sind, und
die Gleichung

wieder

ergiebt, so wird, wenn die Verzweigung von S dieselbe wie die von

s sein soll, das Polynom

wenn es von unpaarem Grade ist, jene 2p -\- 1 Wurzeln, und wenn
von paareni Grade, jene 2p -\- 2 Wurzeln und nur diese eine ungrade
Anzahl mal enthalten müssen, so dass sich also S wieder rational

durch z und ]/~R{^ ausdrücken wird.

Es soll nun untersucht werden, ob sich stets eine aus z und

]/B{s) rational zusammengesetzte, also auf der zweiblättrigen Fläche

eindeutige Function bilden lässt, deren Un Stetigkeitspunkte willkürlicli

auf dieser Fläche festgelegt sind, wie es für rationale Functionen
von z bekanntlich der Fall ist, und die Methode entwickelt werden,

vermittels welcher eine solche Function wirklich hergestellt wird.

Seien *

beliebige q Unstetigkeitspunkte, in denen die Function von der

Ordnung unendlich sein soll, und die so beschaffen seien, dass sie

Un Stetigkeitspunkte nur für ein Blatt der Fläche sind, also nur in

der bestimmten Werthecombination

worin Er entweder nur die positive oder nur die negative Einheit

bedeutet; seien ferner

Unstetigkeitspunkte für beide Blätter zugleich, in denen die Function
und zwar in den Punkten

6, , YRih,) ; h„ VW;)', . . . h„, yiiQ^)

resp. von der

*^i; n.^, na"-''

Ordnung, in den Punkten

h„-]/R{h\); \,-Vli^);'---ba,-]/li{hä}
resp. von der

'\y

Ordnung unendlich sein soll, wobei angenommen wird, dass die ^-Punkte
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nicht Verzweigungspunkte der Fläche sind, und ohne Beschränkung

der Allgemeinheit

vorausgesetzt werden darf; soll ferner die herzustellende in z und

j/B{F) rationale Function in den 2^) -|- 2 Verzweigungspunkten

von der

'^2p4-l "'2p+ 2'JCy h hp+ l h -'^

2 ' -2 ' 2 ' 2

Ordnung unendhch sein, worin, wenn das Polynom R{/) vom 2p -fl^*^»

Grade ist, nur li^p+i = zu setzen ist, und unterwirft man endlich

noch die Function der Bedingung, dass sie im unendlich entfernten

Punkte, wenn jR(^) vom 2p -\- 2"^" Grade ist, auf dem Blatte

oo, + ]/R(po)

von der t,'*"", auf dem Blatte

oo, — j/R {oo)

von der t./'^" Ordnung unendlich sein soll, worin r, > r^ festgesetzt

wird, während, wenn R(z) vom 2p -{- l""" Grade, also der unendlich

entfernte Punkt ein Verzweiguugspunkt ist, die Function von der

Jcten

Y
Ordnung unendlich werden soll, worin h grade oder ungrade sein

darf, so werden sich die Bedingungen für die Existenz einer solchen

Function und die Methode zu ihrer Herstellung in analytischer Form

in den jene Function bestimmenden Grössen leicht entwickeln lassen.

Da sich nämlich jede rationale Functioi^ von ^ und yii{3) in

die Form setzen lässt:

worin

ganze Functionen von z bedeuten, oder auch, wenn Zähler und Nenner

mit dem conjugirten Werthe des Nenners multiplicirt wird, in die

Form

:

worin wiederum:

F,{z), F,{z), F,{z)

ganze Functionen von z vorstellen, von denen wir annehmen dürfen

dass sie keinen gemeinsamen Theiler haben, so wird, wie sich un-

mittelbar einsehen lässt,

1*



4 Erste Vorlesung.

zu setzen sein, wenn

(^), (i^),...(*-f
')

die grössten in diesen Brüchen enthaltenen ganzen Zahlen bedeuten.

Es wird sich nun darum handeln, die Bedingungen zu befriedigen,

denen die a- und ^-Punkte, die Verzweigungspunkte und der unendlich

entfernte Punkt genügen sollten.

Da die Function

f(ß, i/mz))

im Punkte a,- und zwar nur auf dem Blatte

ür, Br j/li{ar)

von der nir^"" Ordnung unendlich werden soll, so werden in der

Taylor sehen Entwicklung der Function

um den Funkt

herum, die Coefficienten der Potenzen

verschwinden müssen, oder es werden die in den Functionen Ff^{z)

und F^ (ß) enthaltenen unbestimmten Coefficienten den Bedingungen
unterworfen sein:

'Fj^ + F,{ß)yii{j^)

'^AF,{,)-{-F,i,)i/li(,))

^0,

= 0,

cT'r-

:^{F,{z)-\-F,{z)VrXz)) = 0,

und man erhält somit

m^ + ««2 + • • • + ^"(?

Bedingungsgleichungen für die Constanten des Zählers.

Die J-Punkte müssen in Folge der Annahme

w, > r, , n., > Vy, • n„> v„

der Bedingung unterworfen werden, dass die Function in den Punkten



Einleitung in die Theorie der hyperelliptischen Integrale.

h„ - ]/Iiih,)', h,, - V~B{b,); ha, -]/R{ha)

mir von der

Ordnung unendlich ist, oder dass

[f,{,) + F, (^) VW^) ]
- 0, ^

d

dz

" ''"' "'^-^ (^o(^) + F, (.) VW))

= 0,

:=A^^ yRTi)=-yR(bP)

= 0,

wird, woraus sich wiederum

Wi ^t + ^2 "" ^2 + + ^*<^ '^'^

Bedingungen ergeben.

Was ferner die im Endlichen liegenden Verzweigungspunkte der

Function betrifft, so wird, wenn Je,, eine grade Zahl ist, die ent-

sprechende Festsetzung für die Unstetigkeit keine Bedingung für die

Constanten des Zählers liefern, während, wenn Av ungrade, noth-

wendig die Bedingung

wird statthaben müssen , damit die gesuchte Function von der —
Ordnung unendlich ist, und wenn somit das Zeichen

[k^-] = oder = 1

ist, je nachdem Av grade oder ungrade, so wird die Anzahl der aus

den im Endlichen liegenden Verzweigungspunkten hervorgehenden

Bedingungsgleichungen

L^i] + U^2\ + • • • + [.hp+2']

sein. •

Fassen wir nunmehr diejenigen Bedingungen zusammen, welche

sich aus den im Endlichen liegenden ünstetigkeitspunkten für die Con-

stanten des Zählers der in 2 und /li (i) rationalen Function ergeben,

so ist die Anzahl derselben(ja 2p+ 2

yj- m, + ^r (n,. - Vr) -f-2 f^^'-^ '11 1

worin, wenn B{0) vom 2p+l>'^" Grade, ^2^+2 =^ zu setzen ist;

und es mag noch bemerkt werden, dass auf diese Weise nicht nur

die Anzahl der Bedingungsgleichungen gefunden, sondern auch die

Methode zur Bestimmung der Constanten also zur wirklichen -Her-

stellung der Function gegeben sein wird.



6 Erste Vorlesung.

Was endlich die für den unendlich entfernten Punkt gemachten

Festsetzungen angeht, so wird, wenn B{z) vom 2p-\-2^^^ Grade ist,

die Entwicklung des Zählers nach fallenden Potenzen von 2 in der

Umgebung des Punktes 00 , -[- ^jR(oo) mit einer Potenz von z beginnen

müssen, deren Exponent den Grad des Nenners um t, Einheiteti

übersteigt, während die ähnliche Entwicklung um den entsprechen-

den Punkt 00, — ^Ji (c») herum, da Tj>T2 angenommen worden, noth-

wendig so beschaffen sein muss, dass die ersten t^ — t^ Coefficienten

des Zählers in der vorherigen Entwicklung nach fallenden Potenzen

von , wenn nur — /B {z) statt -\- ]/B {0) gesetzt wird , verschwin-

den, und es werden sich somit

Tj — Tj

Bedingungen für die Coefficienten des Zählers ergeben; ist dagegen

B(0) vom 22)-|-l"=" Grade, so wird der Grad des Zählers den des

Nenners um y Einheiten übersteigen müssen, ohne dass für die Con-

stanten des Zählers Bedingungen eintreten.

Sei also jetzt

I. B{0) vom 2j9 -f 2'«" Grade,

so wird man den Grad von

den von

F, [z) gleich 2]-^mr + ^^ ^. + ^^ ( -^4^) + r„ *

1 1 1 ^ -^

i von

F, {z) gleich ^r m, -f J/- n^ + ^^ (-- ~- ) + r,-p-\

annehmen dürfen, und die Zahl der im Zähler auftretenden will-

kürlichen Constanten wird, wenn wir von einer multiplicatorischen

Constanten absehen.

g a 2p +2

2^ »V + 2 2' «^ + 2 2r F-?' ) + 2r, -p
1 l l

^ " ^

sein; da aber, wie oben gezeigt worden,

2f ntr + 2J C^'-- ""r) + y} [ÄV] + TT, - T.,11 1
*

Bedingungen für dieselben stattfinden, so wird, wenn die Function
existiren soll, die Zahl der Bedingungen die der willkürlichen Con-
stanten nicht übersteigen dürfen, oder es wird die Ungleichheit be-

stehen müssen
'S

^ ^ 2p+2 2p +2

(1) 2^ «, + 2i>'r+ ".) + 2 2* i^i ) -S t^^J +h+^.^P>0.
i 1 1

^ "^ ^
1

"~
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Ist

IL B(z) vom 2p-{- V'" Grade,

so wird man, wenn (|-) die grösste in |- enthaltene ganze Zahl be-

deutet, den Grad von

F, (ß) gleich 2} ^«'- +2 ''' +2 (- ' 2-^) + (2") '

1 1 J-

den von
/ k\ ^\ wenn Je

F, {,) gleich 2j- «V + 2/'' ^^'^

+

2^' V 2 -J + r ^ ^ _ ..
1 1 ^ ^2/ ^

wenn k
ungrade

annehmen dürfen, und die Zahl der willkürlichen Constanten wird

somit

2 ^- ,». + 22 «- + 2 S' (^ '

) + '^ - p
1 1 1

sein; da nun die Zahl der Bedingungen in diesem Falle

i'

ist, so wird für die Existenz der in und /~E&") rationalen Function

die Ungleichheit erfüllt sein müssen

(2) i? «V + i? (».+".-) + 2S'( '4'-) -2ü^^ + /^ - i» > 0,

wodurch zugleich eine Grenze für die Anzahl etwaiger anderer Be-

dingungen gegeben ist.

Beachtet man endlich, dass, weil F^ {0) eine ganze Function, also

der Grad, wenn die gegebene Function nicht nur rational von ab-

hängen soll, grösser oder gleich Null sein muss, in dem einen oder

andern Falle die Ungleichheit bestehen wird:

1 1 i

(4) 2^ mr+ 2^ ^^ +2 (-" -r-) +
(1) _^

i;nd dass wegen der aus der Definition der Grössen unmittelbar er-

sichtlichen Beziehung

wenn k ungrade,



8 Erste Vorlesung.

die Ungleichheiten (3) und (4) die Ungleichheiten (1) und (2) zur
Folge haben, so werden wir

die Ungleichheiten (3) und (4) als die für die Existenz einer

in F. und i/R{g) rationalen und in der verlangten Weise
unstetigen Function nothwendigen und hinreichenden Be-
dingungen amusehen haben. Zugleich ist durch die obige
Behandlung die Methode zur wirUichen Herstellung der
FtinQtion gegeben.

So wird sich z. B., wenn die zu bestimmende Function nur in
den Punkten

«] , «2 ;
* * <^(>

und zwar in jedem nur von der ersten Ordnung unendlich, sonst
überall endlich sein soll, für beide Fälle die Ungleichheit

ergeben, so dass eine in ^ und j/R(^) rationale Function mit weniger
als p + 1 beliebig gewählten Unstetigkeiten erster Ordnung nicht
existirt.

Nachdem die Frage nach der Existenz und wirklichen Her-
stellung einer in s und j/Ris) rationalen Function für den Fall, dass
B{2) von paarem oder unpaarem Grade ist, behandelt worden, wollen
wir zeigen, dass wir uns im Folgenden nur mit Irrationalitäten zu
beschäftigen haben, welche durch eine Quadratwurzel aus einem
Polynome unpaaren Grades dargestellt werden, indem sich nach-
weisen lässt,

dass sich jede aus t und /cpU) rational zusammengesetzte
Function, worin

ist, durch eine in l und z rationale lineare Substitution in
eine andere Function verwandeln lässt, welche rational aus
z und ]/B(z) zusammengesetzt ist, wenn

B{z) = {z~a^) (z-a,) • • . (^-t^2,.+i)

gesetzt wird.

Substituirt man nämlich bei willkürlicher Wahl von a^

= z — a.
6 "2/J+ 2

woraus

folgt, so wird, wenn statt der entstehenden Constantenverbindunc^efl
die Grössen

^

gesetzt werden,
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^— «2 = («2i>+ 2
— «2)

Z — «2

0-(l + a,) '

Z — c.

S - «3 = («2i^+2 -«3) 7;r:(r:p^y>

Z Uc.
c. , \ ~ -^2^+ 1

g — «2^+1 = (^a2i.+2— ff2i)+ij ^^i~^--y >

sein, und sich somit

./—lV\ ("2p+2-^») /(«27+2-«2)'-'-- 0^27+2- ^2p+ l) /^(^)

^^ (^) = (.-(1 + .,))^+'

ergeben, woraus folgt, dass jede in ^ und /g)(^) rationale Function

durch eine rationale lineare Substitution in eine in s und j/li{s)

rationale

umsj-eformt werden kann, oder dass für die Differentialausdrücke die

Transforraationsgleichung besteht

F{^, ycp(^)) dt = 7^^-^T. f(ß> VW)) äz

.

\Z — (1 -p '^V'

Wir werden uns somit im Folgenden nur mit den Integralen solcher

Functionen zu beschäftigen brauchen, welche rational aus der Variabein

und einer Quadratwurzel aus einem Polynome 2^ -f-
1'^" Grrades. dieser

Grösse zusammengesetzt sind.



Zweite Vorlesung.

Die hyperelliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung.

Man nennt JiypcrcUiptisdie Integrale p — !'«'• Ordnung alle In-

tegrale von der Form

in denen f eine rationale Function von 3 und }/lii^ bedeutet, und
Il{2), wie nach den Auseinandersotzungeu der vorigen Vorlesung
ohue Beschränkung der Allgemeinheit angenommen werden darf, ein

Polynom 2p -\- 1^"" Grades von der Form

R{z) = A{z~a^) (^-«2) • • • (^-«sp+ i)

darstellt.

Um die die Function yii{s) repräsentirende doppelblättrige Rie-
m an n'sche Fläche, deren Verzweigungsschnitte von a^ nach a^, von
«3 nach «4, u. s. w. endlich von a^p+i in die Unendlichkeit geführt
sein mögen, in eine einfach zusammenhängende zu zerlegen, soll

zuerst ein im ersten Blatte verlaufender, den Verzweigungsschnitt

«1 «2 umschliessender Querschnitt a, gezogen werden, und ein zweiter
l)^, welcher zwei gegenüberliegende Punkte (s. Fig. 1) von a, mit einan-

Fig. 1.

der verbindet und den Verzweigungsschnitt «2^.+! 00 durchschneidet;
sodann ziehe man einen dritten Querschnitt «2; welcher «3«^ um-
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schliesst, und verbinde diesen durch die Linie Cj mit hi , ferner einen

Querschnitt h^ von einem Punkte von a^ zu dem gegenüberliegenden

aber so, dass derselbe wiederum den Verzweigungsschnitt «2^+100

trifft u. s. w.; so wird durch die 2p Querschnitte

«1, «2? • • • ^Pf '^i' ^2 9
' • ^P

und die p — 1 Verbindungslinien Cj, C2, • • • Cp-i, welche zu den a-

Querschnitten hinzuzunehmen sind, die Fläche in eine einfach zusam-

menhängende zerlegt werden.

Nun soll ein hyperelliptisches Integral erster Gattung ein solches

genannt werden, welches für Iceinen Punkt der R i e m a n n'schen

Fläche unendlich wird, zweiter Gattung ein solches, welches nur in

einem Punkte derselben und zwar algebraisch von der ersten Ordnung

unendlich ist, endlich ein hyperelliptisches Integral dritter Gattung

ein solches, welches für zwei beliebig gewählte Punkte der Fläche

5?, und z., logarithmisch unendlich wird und zwar so, dass, wenn das

Integral in s^ unendlich wird wie

A log (^— ^1)

und in z^ wie

^2 log (^— ^2)

zivischen den Coefßcientcn der Unstetigiceitsfunctionen die Beziehung

besteht

^,+^2 = 0-*)

Dass diese letztere Bedingung eine nothwendige, wenn überhaupt

ein hyperelliptisches Integral bestimmbar sein soll, ist leicht einzu-

sehen; denn denkt man sich für dieses Integral die beiden Punkte

Zi und ^2 durch unendlich kleine Kreise ausgeschlossen und die Peri-

pherieen dieser Kreise mit ein und demselben Punkte eines der oben

bezeichneten Querschnitte verbunden, so wird offenbar das Integral

in einer Curve um diesen Punkt genommen den Werth

2711 A^ -\- 27tiÄ2

haben, da der Querschnitt zweimal in entgegengesetzter Richtung

überschritten wird , und der von dem Logarithmus herrührende Stetig-

keitssprung bekanntlich 2jri ist; da jedoch der Werth des Integrals

auf jener Curve in der ursprünglichen Fläche genommen Null ist,

so wird sich

J, + ^2 =
ergeben. Zugleich geht hieraus hervor, dass licin hypcrelliptisches

*) Für den Fall, dass ^j oder z^ Verzweiguugspunkte der Fläche sind,

wird man nur, damit diese Beziehung bestehen bleibt

A^\og[z— ZiY oder A^log {z - z^y-

als Unstetigkeitsfunctionen einzuführen brauchen, d. h. die Logarithmen von

Functionen, die in diesen Verzweigungspunkteu von der ersten Ordnung Null

werden.
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Integral existiren Jcann, ivdcJies nur in einem Punhte auf einem
Blatte der Riemann'sehen Fläche logarithmisch unendlich wird, da
sonst der Coefficient des logarithmischen Gliedes verschwinden müsste.

Es soll nun die Form der hyperelliptischen Integrale erster

Gattung, die also in keinem Punkte unendlich sind, aufgestellt wer-
den. Gehen wir von dem allgemeinen hyperelliptischen Integrale

ryo(^) + qpi(^) VR<Jl ^^ .
'

aus, in welchem

9^0 (^); 9i(^), ^o(^); V'i(^);

ganze Functionen von ^,

R{z) = A{z-a,) i^-a,) . . . (^_4^ + i),

und 2^^ weder ein Verzweigungspunkt noch ein Unstetigkeitspunkt der
Function unter dem Integral ist, oder auch von dem Integrale

//o(^)+ /-i(^)KR(^)
^^^

(jP {z) '

in Welchem

ganze Functionen ohne gemeinsamen Theiler bedeuten.

Sei nun

cp{z')=={2-aiy^(s-a.;)'--^- ..,

so folgt leicht aus bekannten Sätzen über die Stetigkeit von Integralen
unstetiger Functionen, dass, weil das Integral in den Punkten
«1, «2? • • • auf beiden Blättern also für die Werthe

endlich sein soll, «j, a.>, • • • zu den Verzweigungspunkten gehören
müssen; wird nun

gesetzt, so fordert die Bedingung, dass das Integral auch in den
Verzweigungspunkten endlich oder dass

sei, dass die Grössen

ft,
, ^2, • • • fe^+ i,

wie man durch eine leichte Ueberlegung findet, die Null oder die
Einheit bedeuten, und f^{ß) durch ^(^) theilbar sein muss ; es nimmt
somit das obige Integral die Form an:

r^'jz^
di.

^~a,f---{z-a^p^,pP+'^



/

Die hyperelliptischen Integrale erster, zweiter und dritter Gattung. 13

in welchem auch F^{z) eine ganze Function von bedeutet. Beachtet

man endlich noch, dass diesesJntegral auch im unendlich entfernten

Punkte endlich sein soll, und" sich daher die Function unter dem

Integral mit s multiplicirt für unendlich grosse z der Null nähern

muss, so folgt, da ]/R(J) , nach fallenden Potenzen von s entwickelt,

nur gebrochene Potenzen enthält, dass

und dass, wenn sodann Zähler und Nenner mit der ganzen Function

multiplicirt wird, in dem Integral

yB{z)

der Grad des Zählers die Zahl p — .^ nicht übersteigen, also höchstens

Jer p — 1^' sein darf, so dass wir als allgemeinstes hyperelliptisches

Integral erster Gattung das folgende erhalten:

welches sich wiederum aus den einzelnen hyperelliptischen Integralen

• r.^i^ r_i^^ Ti'^i- C~-^^^
JYeJz) ' J VBlz) ' JJm' '"J VR{z)
Zr, J.l ^O -<1

zusammensetzt, deren Unabhängigkeit von einander wir später nach-

weisen werden.

Um das allgemeinste hypereUiptische Integral zweiter Gattung

zu ermitteln, welches in einem Punkte ^', eines Blattes der Rie-

mann'schen Fläche, welcher nicht Verzweigungspunkt sein soll, und

nur in diesem algebraisch von der ersten Ordnung unendlich wird,

o-ehen wir wieder von dem Ausdrucke des allgemeinen hyperelliptischen

Integrales

aus und schliessen genau wie vorher, dass (p{z) ausser für z = Zi

nur noch für die Verzweigungspunkte verschwinden kann, und dass

ähnlich wie oben das Integral die Form haben muss:

/-(^_V^

I3erücksichtigt man ferner, dass das Integral in z = Z^ nur auf

einem Blatte algebraisch von der ersten Ordnung unendlich sein soll
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so ersieht mau aus der Annahme, dass Zähler und Nenner keinen

Theiler gemeinsam haben, dass Je = Z sein muss, weil sonst das In-

tegral auf dem einen oder andern Blatte im Punkte ^, von einer

höheren als der ersten Ordnung unendlich würde, und wenn ausser-

dem die Bedingung hinzugenommen wird , dass das Integral für = co

endlich bleibt, so folgt leicht, dass FQ(ß) = c^ eine Constante sein

muss, und dass in dem resultirenden Integrale

J 1(^-^1

der Grad des Zählers im zweiten Bruche höchstens der ^^ -f- V" sein

darf. Da man nun jede ganze Function des p + 1^^" Grades in die

Form setzen kann:

weil dieselbe p -f- 2 willkürliche Constanten enthält, so geht das obige

Integral in die Summe der beiden Integrale

ds
VB{0)

über, von denen das zweite das allgemeine hyperelliptische Integral

erster Gattung vorstellt; es bleibt uns daher nunmehr nur noch übrig,

den Bedingungen zu genügen, dass aus dem im Punkte 0^ unendlich
werdenden Integrale die logarithmische Unendlichkeit herausfällt und
nur eine algebraische Unendlichkeit erster Ordnung auf einem Blatte

übrig bleibt. Um der ersten Forderung zu entsprechen, bemerke
man^ dass für beide Blätter

VBiz) B{z,)^ ' B[Zi)^

und somit der Coefficient von {z— z^)-^ in der Entwicklung der
Function unter dem Integralzeichen

eR{,,y\-^d^'''^^\

wird, so dass das logarithmische Glied verschwindet, wenn

W 2c.E{0^) — dR'{0,) = O

wird; um endlich noch der letzten Bedingung zu genügen, dass das
Integral nur auf demjenigen Blatte im Punkte ^j algebraisch unend-
lich von der ersten Ordnung sein soll, welchem der Wurzelwerth
£, i?(^,)i entspricht, worin fj die positive oder die negative Einheit
bedeutet, sind offenbar die Constanten noch der Bedingung zu unter-
werfen, dass der Coefficient der negativen zweiten Potenz in der
Entwicklung der Function unter dem Integral nach steigenden
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Potenzen von z — z^ für den entgegengesetzten Wertli der Quadrat-

wurzel verschwinde oder dass

{n) c, — J£,-R(.^,r^ =
ist. Mit Benutzung der Gleichungen (m) und in) geht somit das

allgemeinste hyperelliptische Integral zweiter Gattung, wenn noch c,

durch übersetzt wird, in

ds -\- J{z)

*0

über, worin J{z) das allgemeine hyperelliptische Integral erster

Gattung bedeutet.

Sucht mau endlich das allgemeinste hypereUiptische Integral

dritter Gattung zu bestimmen, das also in zwei beliebigen Punkten

0, und ^2 logarithmisch unendlich wird und zwar für jeden dieser

Punkte auf nur einem Blatte, und ausserdem so, wie es oben als

nothwendig erkannt worden, dass nämlich die Coefficienten der loga-

rithmischen Glieder sich zu Null ergänzen, so findet man wie früher

zuerst wieder die Form:

{Z-Z;f [Z-Z,)' {Z-aif (Z-a,f' (^-«2p+ i/^-P+ l

worin /v,, • • • hp+i die Null oder die Einheit bedeuten; da dieses

Integral in z^ und ^.^ logarithmisch unendlich sein soll, so muss

/; = Z = 1 sein, und da dasselbe ferner im unendlich entfernten

Punkte endlich bleiben muss, so wird, wie unmittelbar einzusehen,

i^o(^) eine Constante c^ sein, und der Zähler des zweiten Theiles unter

dem Integral

n .. +

nothwendig höchstens vom Grade 2^ + 1. Da sich nun jede ganze

Function des p + ^^''" Grrades in die Form setzen lässt:

so wird das obige Integral die Form annehmen:

r r _ _c,
_|_

ciz-Zt)-{- d{z-Zt)
1 ^^

J L (^— ^1) (^— ^2) {z— Zy) {z- Zi) VB (z) J

in welchem nur noch zwischen den Constanten Cj, c^ d eine Beziehung

dergestalt zu ermitteln ist, dass dieses Integral in den Punkten ^j
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und z.^ nur auf je einem Blatte, und zwar für ^j auf dem zu dem
Wurzelwerthe f,i?(^,)i für ^2 auf dem zu £^B{z^)\ gehörigen logarith-
misch unendlich werden soll. Diese Bedingung zieht, wie aus der
Entwicklung der Function unter dem Integralzeichen unmittelbar ein-
leuchtet, die beiden Gleichungen nach sich:

h - ^i

oder

C£,Ii{z,) ^=0,

f,^ <^i ^ -n,.. A 7 C,e,R{z,y, ^ =^ ,,ie(,,).^Z^ — Zi ^ V ^^ ' -^ z,—z.

und es wird sich somit als allgemeinste Form des hyperelliptischen
Integrales dritter Gattung, wenn c, durch M ersetzt wird, die folgende
ergeben

:

worin die Coefficienten der logarithmischen Glieder:

wie es sein muss, sich zu Null ergänzen, oder auch in symmetrischer
Form

:

./ L z~z, z-z, JyM^ + '^^^)'

Setzt man

2 ~'

so sind die Coefficienten der logarithmischen Glieder die positive und
negative Einheit, und in diesem Falle wird das Integral dritter Gattung
ein hijperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung genannt.

Um einzusehen, dass eine specielle Lage der Punkte ^, und ^.,

zu einander das hyperelliptische Integral dritter Gattung in das all-
gemeine zweiter Gattung überführt, lassen wir auf der Fläche von
VR{s) den Punkt z^ in die Umgebung von z^ rücken, dann wird

e.^Ii{z,)^^,[n{z,y + ^i^ ± -^>')^^ +
oder

f,22(0,)^

z^-z, ^^ ^^>~'z:r^J;y^~^^)+'I-~-;'-v{^-''^^) + U,
sein, worin

{^2 - ^i

}
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eine nach ganzen positiven steigenden Potenzen von z<^ — z^ fort-

schreitende Reihe bedeutet; da ferner

gesetzt M^erden kann, so nimmt der erste der zwei obigen Ausdrücke

für Il{p) die Form an:

V .^

1
,

^,H{z{)^

(z—z^){z-z^ {z~-Zt){z-ziyE{z)
d0-\-Ji2),

oder, wenn man ^2 unendlich nahe an ^j rücken, also die beiden

Punkte zusammenfallen lässt,

^ .Ki^(z-z,) + e,Biz,)l

dß + J(^);

es geht somit das kyperelliptische Integral dritter Gattung für zwei

zusammenfallende UnstetigkeitspunJcte in das allgemeine hyperelliptische

Integral zweiter Gattung über.

Vermöge dieser Eigenschaft wird es möglich sein, das hyperellip-

tische Integral zweiter Gattung als Differentialquotienten des Integrales

dritter Gattung nach einem der beiden Punkte, für welche dasselbe

logarithmisch unendlich wird, darzustellen, wenn wir noch die folgende

Bemerkung vorausgeschickt haben werden.

Seien

n{z,z^,z^), n{z,z^,z^), n{z,z^,z,)

drei byperelliptische Integrale dritter Gattung, welche resp. in den

Punkten z^, z./, z^, %; z^, z^ logarithmisch unendlich werden, und

zwar für dieselben Punkte auf denselben Blättern, so dass ihre loga-

rithmischen Glieder in den für die Umgebung dieser singulären Punkte

gültigen Entwicklungen lauten:

o Tl/T 231
log (z~Zi), _^ \og(iz— z^),

Zi — (02 <2'2 — *j

log (^ - h) , l-zV log (^— ^3)

'

log (^— ^3) , -^Y log>" ^1 ) >

so sieht man unmittelbar, dass, wenn

gesetzt wird, die logarithmischen Glieder in den Entwicklungen der

Summe jener drei Integrale dritter Gattung wegfallen, und diese

Summe, weil in der ganzen Riemann'schen Fläche endlich, ein In-

tegral erster Gattung sein wird, dass also die Beziehung gilt:

Küuigsberger, hyperoll. Integr. ^



18 Zweite Vorlesung.

n{z, z^, z^) -\- n{z, s.^, 03) + n{z, ?..^, z,) = j{z),

wenn die M in der angegebenen Weise bestimmt werden. Setzt man
daher

•z-z)i^z-z,) {z-z^^){z~z^)l/Ifiz)

dz= J{z,z^,Zy),

so folgt mit Rücksicht auf die Form der obigen Integrale

z, — zM,J{z,z„z,)+M, |--|? J{z,z„z.^+ M,ü jr(^,^3,^,) = J{,)

oder

M,J(z,z„z,)= MJ^''-''^'^^'^''^'''^-^''-''^'^^'^'--^\ + J(^).

Lässt man nun ^2 sich auf dem den Punkt ^^ enthaltenden Blatte

eben diesem Punkte unendlich nähern, so geht die linke Seite, wie

früher gefunden worden, in das allgemeine Integral «weiter Gattung
über, während auf der rechten Seite, wenn ^^ = ^1 + h gesetzt wird,

die mit M^ multiplicirte Klammer sich in

{z,-\-h - Z3)-J(z, Zi-{-h, Z3) - iZi—Z3)J(z,St, Zs)

h

— (Z _g \
JiZ,Zi+ h,Z,)— J{Z, Z„Zs)

1 T/„ „ J_ 7, ^ N

verwandelt, welche Gleichung für verschwindende h die Form an-

nimmt :

(^i-^3) '~^^ + Jiz,z„z,) = 2-^ ^-i^^Jiz^z.zS''''
dz,

Es wird sich somit nach der obigen Gleichung

M^J{z,Zy,z;) = 2M^
dz.

'^J(Z,Zi,Z.;,) + J{Z)

ergeben, und da das hyperelliptische Integral

-^^^ J(z,z„z,)

nach der oben gegebenen Definition ein hyperelliptisches Haupt-
integral dritter Gattung ist, so findet man,

dass sich das allgemeine hyperelliptische Integral zweiter

Gattung mit dem JDiscontinuitätspunJcte erster Ordnung z^

von einem Integrale erster Gattung abgesehen als das Pro-

duct einer Constanten in den nach z^ genommenen Differen-

tialquotienten eines hyperelliptischen Hauptintegrales dritter

Gattung darstellen lässt, dessen zweiter logarithmischer Unm
stetigJceitspunJct ein völlig willkürlicher ist.
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Herleitung der allgemeinen hjrperelliptisclien Integrale aus Unstetig-

keitsbedingungen und Darstellung des Dirichlet'sehen Princips

für dieselben.

Wir wollen nunmehr mit Hülfe der in der letzten Vorlesung auf-

gestellten hyperelliptischen Integrale der drei Gattungen das allge-

meine durch willkürliche ünstetigkeitsbedingungen definirte hyper-

elliptische Integral darzustellen suchen.

Erwägt man nämlich, dass das Integral zweiter Gattung

als eine in der ganzen Riemann'schen Fläche endliche, nur in dem
Punkte z^ des einen Blattes wie

2_
z — Zi

unendlich von der ersten Ordnung werdende Function das Integral

einer rationalen Function von z und j/R(z) war, welche letztere in

der Nähe des Punktes z^ in dem betrachteten Blatte die Form hat:

worin g){z, Zi) eine in der Umgebung von ^, eindeutige und endliche

Function von z bedeutet, so folgt, dass das Differential dieser Function

nach z^ in der Umgebung dieses Punktes sich darstellen lässt durch

4
,

dcp(z,Zi)

und dass somit das Integral nach z genommen, als Function von z

aufgefasst, in der Nähe von ^, die Form hat:

worin ip{z, z^) in der Umgebung von 0^ endlich und eindeutig ist.

Es ist miihin klar, dass der Differentialquotient von J{z, 0,, z^) in

dem Punkte Zi in dem betrachteten Blatte genommen von der zweiten

Ordnung unendlich ist, in allen anderen Punkten, wie die obigen

Schlüsse unmittelbar zeigen, endlich bleibt^ und dass sich somit jedes

in z^ auf einem Blatte allgemein von der zweiten Ordnung wie der

Ausdruck

2*
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B
, S

is-st)-'- ' z — gl

unendlich werdende hyperelliptische Integral durch

~ "2 i^ ~ ~2 '^(^^ ^" ^') + '^(^)

ausdrücken lässt, wenn B und S Constanten bedeuten.

Fährt man mit diesen Schlüssen in genau derselben Weise fort,

so folgt, dass jedes hyperelliptische Integral, welches in einem Punkte

0^, welcher, wie von Anfang an vorausgesetzt worden, weder ein

Verzweigungspunkt noch der unendlich entfernte Punkt sein sollte,

von der Art unendlich werden soll, wie eine gegebene Function:

in einem Punkte 0^ wie die Function

im Uebrigen stets endlich ist, sich als ein mit constanten Coefficien-

ten aus einem ersten Integrale, aus der Function

^-^^J (3, 0^,0,)

und deren Derivirten bis zur Ä;/en Ordnung nach dem Unstetigkeits-

punkte 0^ additiv gebildeter linearer Ausdruck ergiebt, dessen Coeffi-

cienten mit Ausnahme desjenigen des Integrales erster Gattung durch

die gegebene Form (u) fest bestimmt sind.

Wir können nunmehr ein hyperelliptisches Integral bestimmen,

welches im Punkte 0^ wie

A,]ogi0-0,)-j-B,{0~-0,)-^-^Ci{0-0^)-'+-.--{-K^(0-0,)-^^,

im Punkte 0^ wie

A log (^-^2) + ^2(^-^2)-' + 0,(0-0.;)-^ + • • • + K,{0-0,y^-^

u. s. w., endlich im Punkte 0^, wie

A, log {0— 0,) + B,i0~0,)-' + C„(,0 -0r)-'+ h K.{0-0v)-'v

unendlich, im Uebrigen stets endlich sein soll, wenn nur die Bedin-

gung erfüllt wird, dass

^ + ^+••• + ^. = 0,

die in Folge genau derselben Schlüsse, wie sie oben für zwei Un-
stetigkeitspunkte gemacht wordeft, nothwendig ist, wenn überhaupt
ein Integral von den angegebenen Eigenschaften .existiren soll. Denn
bildet man ein hyperelliptisches Integral J,, welches in ^j, wie vor-

geschrieben, unendlich ist, ausserdem in 0^ logarithmisch unend-
lich wie

— ^1 log(^-^,J,

im Uebrigen stets endlich; addirt dazu ein Integral Jj? welches in ^.^

unendlich wird, wie
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in 2^ dagegen logarithmisch unendlich wie *

— (J,+^)l0g(5!-%),

-sonst stets endlich-, fügt" man ferner ein Integral J3 hinzu, welches

in ^;^ unendlich wird wie

iÄ,+A,-\-Ä.;j\0g{2~2,)-\-ß.,{2-S.,)-' + 03(^-03)-^+ • • • + iTs (^-^3)-S

während der Ausdruck

die Art des Unendlichwerdens in einem weiteren Punkte 0^ anzeigt,

u. s, w., so werden wir schliesslich in dem Ausdrucke

t7j -j- ^^2 H~ ' ~H '^^- ^

ein Integral erhalten, welches in 0j, ^2, • • • ^v_i die vorgeschriebenen

Unstetigkeiten hal und in dem Punkte Sr die logarithmische Un-

stetigkeit 1^- (yl, +AH hA-O log (^-^v)

besitzt , oder nach der in Betreff der Ä gemachten Voraussetzung so

unstetig wird wie
Ay log (2 — Zr) •,

bestimmt man daher endlich ein hyperelliptisches Integral Jv, welches

in ^y unendlich wird, wie

so wird
e/j -f- e/o ~r • ' "T" Wv

ein hyperelliptisches Integral sein, welches in den v Punkten z^,

z.^, ' ' ' Zy die vorgeschriebenen Unstetigkeiten hat, während es im

Uebrigen für alle z endlich bleibt, und man sieht wiederum, dass

die Coefficienten aller einzelnen Integrale zweiter und dritter Gattung

bestimmt sind, nur der Coefficient des hyperelliptischen Integrales

erster Gattung unbestimmt bleibt.

Man kann jedoch das gesuchte Integral auch aus v Integralen

von der Beschaffenheit zusammensetzen, dass das erste J^ in z^ so

unendlich wird, wie das gesuchte Integral dort unendlich sein soll,

in einem beliebigen andern Punkte a dagegen wie

— A^\og{z— d)\

J2 in -^2 so unendlich wie das gesuchte Integral und in demselben

Punkte a wie
— -^2 log (-^ ^ «)

;

u. s. w. , endlich Jy in Zy so unendlich , wie gefordert, aber in a wie

— A^\og{z—a)\
dann wird offenbar

^, + ^2 + • • • + «^v
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in ll!^, 02} '"' ^v so uuendlich werden wie gefordert, und wegen

^1 + ^2 h A ==

in ^ = a endlich sein, so dass sich diese Summe von dem gesuchten

Integral wieder nur um ein Integral erster Gattung unterscheiden kann.

Wir können dieses Resultat noch in ganz anderer Form aus-

sprechen; da nämlich die Riemann'sche Fläche von }/B(ß) aus zwei

Blättern mit p -\- ^ Verzweigungsschnitten besteht und durch 2p
Querschnitte in eine einfach zusammenhängende Fläche zerlegt wird,

so wird jedes hyperelliptische Integral beim Ueberschreiten eines

dieser Querschnitte je einen Stetigkeitssprung machen oder 2p Perio-

dicitätsmoduln haben, wobei für die Integrale mit logarithmischen

Unstetigkeiten noch diejenigen Stetigkeitssprünge hinzutreten, welche

vom ueberschreiten der von den Unstetigkeitspunkten aus nach den

Querschnitten gezogenen Linien herrühren; diese letzteren mag man
sich sämmtlich der Einfachheit der folgenden Darstellung wegen nach

l^em und demselben Punkte eines der 2p Querschnitte gezogen

denken, und wir werden dann von je einem Periodicitätsmodul des

allgemeinen hyperelliptischen Integrales für die ganze Länge eines

jeden der 2p Querschnitte sprechen können, weil nur solche Punkte

ausgeschlossen werden, in denen das Integral logarithmisch unendlich

wird, und das succesive Ueberschreiten aller von diesen herrührenden

Verbindungslinien nach der oben für die Existenz des Integrals als

nothwendig erkannten Annahme gar keine Werthveränderung hervor-

bringt. Nun kann man offenbar das in dem oben gefundenen hyper-

elliptischen Integrale noch unbestimmt gebliebene Integral erster

Gattung derart bestimmen, dass die reellen Theile der 2p genannten

Periodicitätsmoduln oder die p Periodicitätsmoduln an den OrLinien

oder die p an den ^-Linien selbst gegebene Werthe annehmen, wobei

zu beachten, dass das Ueberschreiten der Querschnitte c gar keine

Werthveränderung hervorbringt, d. h. der Periodicitätsmodul an diesen

Querschnitten verschwindet, weil, um von einem Punkte desselben

auf der einfach zusammenhängenden Fläche zu dem gegenüber-

liegenden zu gelangen, je zwei der andern Querschnitte auf ihren

beiden Seiten in entgegengesetzter Richtung durchlaufen werden

müssen. Setzt nmn nämlich die Coefficienten der p unabhängigen

Integrale erster Gattung:

/• d2 r zdz r z^-'^ds

^0 ^0 ^0

aus denen das allgemeine hyperelliptische Integral erster Gattung be-

steht, in die Form:

so wird das gesammte Integral, wenn die Werthveränderung aller
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Theile mit Ausnahme des Integrales erster Gattung beim Ueber-

schreiten des Querschnittes ük mit

P. + Qki,

des Querschnittes Jjk mit

Uk -\- Ski,

die des Integrales erster Gattung

f VB[z)

an dem Querschnitte Uk mit

und an dem Querschnitte hk mit

bezeichnet werden, für die 2p Quersclinitte die Stetigkeitssprünge

erleiden:

P,+ Q,i+iK+^l^) («r+yf ^)+ (^i+^;^)(«r+y^')+ • •
•

+(>i,_,+A;_,i)(«r'+?^r'^')= ^.+^.^''

sollen nun entweder

U,, CT,, ... ?7,,, TT,, W,,'W,
oder

oder auch

Wi + T,i, IF2+ r^*, • . • TT^ + T^i

gegeben sein, so werden entweder die 2p eben aufgestellten Gleichungen
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durch Identificirung der reellen Theile der beiden Seiten der obigen

Gleichungen 2p lineare Gleichungen zur Bestimmung von A(, , • • • ^p—i,

Aq', • • • ^'p-i liefern, oder es werden sich aus den p linearen Glei-

chungen , welche der zweiten Annahme entsprechen , die p Werthe

von A^ -|- Xf^'i, ' Ip—i + ^p-ii ergeben, in jedem Falle also durch

jene Bestimmung die Werthe der noch willkürlich gebliebenen Coef-

ficienten des hyperelliptischen Integrales erster Gattung fest bestimmt

sein, vorausgesetzt, dass die zur Bestimmung der A sich ergebenden

2p resp. p in diesen Grössen linearen Gleichungen eindeutig bestimmte

Werthe dieser Grössen liefern, oder dass die Determinante dieses

Systems nicht Null ist; dass dies aber nicht der Fall sein kann, soll

gleich nachher durch einen Satz bewiesen werden, der später die

Grundlage für die Einführung der O'-Functionen in die Theorie der

hyperelliptischen Integrale bilden wird. Nehmen wir die eindeutige

Bestimmung jener Coefficienten als erwiesen an, so folgt,

dass es stets ein zu einer bestimmten doppelhlättrigen Rie-

mann'sehen Fläche mit 2p -{- 1 VersweigungspunMen ge-

höriges, von dem willkürlichen, aber bestimmten und nicht

Singularen Werthe z^ ausgehendes hyperelliptisches Integral

giebt, welches in v beliebig gewählten Funkten, zu welchen

vorerst weder Verzweigungspunkte noch der unendlich ent-

fernte Punkt gehören sollen, Unstetigkeiten von der Form

Aa\og{0— Za)-\-Ba{Z— 0a)-^-{-Ca{Z— 0a)-^-{ 1- -S^« (^—^a)~ *«

hat, worin a == 1 , 2 ^ • • • v zu setzen ist und

^1 + ^2 + • • • + ^. =
angenommen wurde , und für welches ferner die reellen Theile

der Periodicitätsmoduln an den 2p Querschnitten der in eine

einfach zusammenhängende Fläche verwandelten Riemann'-

schen Fläche von yR{z) oder p dieser Feriodicitätsmoduln

selbst gegebene Werthe haben.

Es ist aber leicht einzusehen,

dass es nur ein solches von Zq anfangendes hyperelliptisches

Integral giebt;

denn seien J und J^ zwei hyperelliptische Integrale, welche den an-

geführten Bedingungen Genüge leisten, so wird J— Jj ein von Zq

nach z sich erstreckendes hyperelliptisches Integral sein, welches, da

die beiden Functionen in denselben v Funkten in derselben Weise

unendlich werden, in der ganzen Fläche endlich ist, und ausserdem

entweder an den 2p Querschnitten nur rein imaginäre Stetigkeits-

sprünge hat, wenn die reellen Theile der sämmtlichen Periodicitäts-

moduln dieselben Werthe haben, oder für welches jp Periodicitätsmoduln

verschwinden , wenn p Stetigkeitssprünge für beide Integrale einander

gleich sind ; es wäre somit J— Jj ein von Zq nach z sich erstreckendes
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hyperelliptisches Integral erster Gattung, für welches die reellen

Theile der 2p Periodicitätsmoduln verschwinden oder p Periodicitäts-

moduln selbst Null sind, was nach dem gleich zu erweisenden und

oben nur unter anderer Form benutzten Satze unmöglich ist.

Aber wir wollen ausserdem zeigen,

dass jede andere Function von s, ivelche in den Punkten

2^, 02} ' ' ' "V so unendlich ist wie:

Aa log {0— 0„) + Ba{2-2a)-' + Ca{2-0a)-' H h K„(0-0„)-'-,

ivorin k = 1 , 2, • - v zu setzen ist, d. h. sich von diesen

Functionen in den Funkten z^, z^, • 3v nur um endliche

und eindeutige Functionen unterscheidet, welche ferner in

der vorgelegten Fläche^ ivelche nach Ausschliessung der Un-

stetigkeitspunkte in eine einfach zusammenhängende ver-

ivandelt ivorden, eindeutig ist und leim Ueherschreiten der

2p Querschnitte a und h gegebene reelle Theile von Perio-

dicitätsmoduln hat oder in den p a- oder in den p b-Quer-

schnitten gegebene Periodicitätsmoduln besitzt, von dem oben

gefundenen hyperelliptischen Integrale nur um eine Constante

verschieden ist.

Denn sei F{z) eine solche Function, so wird die Function

offenbar in der ursprünglichen, mit Hülfe der a- und ^-Querschnitte

einfach zusammenhängenden Fläche, in welcher die Unstetigkeits-

punkte wegen der algebraischen Unstetigkeiten nicht ausgeschlossen

zu werden brauchen, eindeutig sein, da die Ableitung einer in einem

Punkte eindeutigen Function auch wieder eindeutig ist; da sich aber

die Functionalwerthe zu beiden Seiten eines a- oder ^-Querschnittes

längs demselben um dieselbe Constante unterscheiden, so wird das

Verhältniss der Differenz der Functionalwerthe zu dz bei unendlicher

Annäherung an den Querschnitt sich derselben Gränze nähern, d. h.

die Ableitung von F(z) auch an den Querschnitten eindeutig sein,

oder anders ausgesprochen, es ist

dFjz)

dz

eine in der mehrfach zusammenhängenden Riemann'schen Fläche

von j/B (z) eindeutige Function von z. Was . ferner die Unstetig-

keiten der Ableitungen von F{z) betrifft, so ist, wie schon hervor-

gehoben, klar, dass diese Function in denjenigen Punkten unendhch

gross wird, in denen F{z) es selbst ist, d. h. in den Punkten

Zi, z^, • ' Zy und zwar, wie unmittelbar ersichtlich, wie die Func-

tionen :
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A^{s;-2,)-'-B,{2-2,y'~2a,{2^2.^---^ 7^:2 A",(^-^,)-v-i

also in all' diesen Punkten von einer endlichen Ordnung algebraisch

unendlich; ausserdem kann aber eine Function von endlicher Viel-

deutigkeit -j~ war auf der vorgelegten doppelblättrigen Fläche

eindeutig — in gewissen Punkten unendlich sein , wenn auch ihr In-

tegral in diesem Punkte endlich ist, doch kann dies bekanntlich nur

in den Verzweigungspunkten dieser Function stattfinden, also nur in

einer endlichen Anzahl von Punkten von einer endlichen Ordnung.

Es wird daher die Ableitung von F{iz) als eine in der Biemann'-
schen Fläche von yB{z) stets eindeutige und in einer endlichen An-
zahl von Punkten von einer endlichen Ordnung unendlich werdende

Function von z nach der ersten Vorlesung eine rationale Function von

z und yBiz)

d. h. F{z) ein hyperelliptisches Integral, und somit bis auf eine will-

kürliche, additive Constante das eine oben gefundene Integral sein.

Fs giebt daher überhaupt nur eine Function, welche den oben auf-

gestellten Bedingungen genügt:

Der eben erwiesene Satz von der eindeutigen Bestimmung
der Function, welche den für die Punkte der Fläche der hyper-

elliptischen Integrale angegebenen Bedingungen Genüge leistet, ist

das Dirichlet'sche Princip für diese Klasse von Flächen.

Bevor wir nun zum Beweise des oben erwähnten Satzes, die

Periodicitätsmoduln betreffend, übergehen, mag noch eine Bemerkung
Platz finden, welche die ünstetigkeiten der hyperelliptischen Integrale in

den Verzweigungspunkten und dem unendlich entfernten Punkte angeht.

Definirt man in einem der Verzweigungspunkte

der doppelblättrigen Fläche die Grösse

{z-a^)-^

als von der ersten Ordnung unendlich gross und nennt wieder ein

Integral zweiter Gattung ein solches, welches nur eine solche Un-
stetigkeit besitzt, und ein Integral dritter Gattung ein solches,

welches in diesem Punkte wie

^log(0— «p)5

unendlich gross wird, während es in einem beliebigen andern nicht

mehrfachen Punkte g wie

A'log(z—^)

unendlich ist, und, wie schon früher hervorgehoben worden,
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A + Ä' =
sein muss, so erfahren die vorher gemachten Auseinandersetzungen,

wenn die Forderung gestellt wird, dass ein hyperelliptisehes Integral

in einem der Verzweigungspunkte a unendlich sein soll wie

Älogr-\- Br-' -{-Cr -^^ -{-'- -\- Kr-^,

worin

r = {3— Kq)^

zu nehmen ist, nur geringe Modificationen ; es bedarf keines weiteren

Beweises, dass das in z = a^, unendlich werdende allgemeine hyper-

elliptische Integral zweiter Gattung von der Form ist

~^)yB{z)

wenn J{z) wieder ein Integral erster Gattung bedeutet, und das all-

gemeine hyperelliptische Integral dritter Gattung für die Unstetig-

keitspunkte a^ und ^, £-R(2;)^ durch den Ausdruck bestimmt ist

"f

.

c^~^ eBi^
2{2-aJ{z-t) 2 [z- 1) VW)

d0 -\- J{z)
,

und ebenso leicht sieht man ein, dass die successive Differentiation

dieser beiden Integrale nach dem Parameter a^ die hyperelliptischen

Integrale liefern wird, welche in diesem Verzweigungspunkte von

einer ganzen oder gebrochenen Ordnung algebraisch unendlich werden.

Um endlich noch den unendlich entfernten Punkt zu berück-

sichtigen, so erkennt mau leicht aus bekannten Criterien, dass das

allgemeine hyperelliptische Integral, welches in diesem unendlich ent-

fernten Verzweigungspunkte von der ersten Ordnung also wie s'^

unendlich gross wird, die Form hat

J VBiz) ^ ^ ^'

und dass allgemein jedes hyperelliptische Integral, welches nur im

Punkte 5^ = 00 von der — Ordnung mit Einschluss von Unstetig-

keiten niederer Ordnung unendlich ist, wobei h eine ungerade Zahl

sein soll, sich darstellen lässt durch

/+-2 dz
J{Z),

während

J

j/B(z)

0f-^dz -{- J{z)
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ein hyperelliptisches Integral ist, welches nur in ^ = 00 von der

ganzzahligeu Ordnung fx unendlich wird.

Endlich wird

^/ 1:^^.+
'^'"^

'JW-'z-^) 2{z-^)l/li[z)
ds + J{z)

ein Integral dritter Gattung vorstellen, das in den Punkten ^ = 00

und = t logarithmisch unendlich wird wie der Logarithmus einer

unendlich kleinen Grösse erster Ordnung,

Wie mit Hülfe dieser Formen das allgemeinste hyperelliptische

Integral mit willkürlichen algebraischen und logarithmischen ün-
stetigkeiten zusammengesetzt ist, bedarf nunmehr keiner weiteren
Auseinandersetzung.

Es bleibt nun noch zur Vervollständigung der eben gemachten
Auseinandersetzungen übrig nachzuweisen, dass in dem obigen System
von 2p resp. p Gleichungen zur Bestimmung der Coefficienten A -f A'^

der unabhängigen hyperelliptischen Integrale erster Gattung die De-
terminante nicht verschwinden kann. Wenn nämlich für den Fall,

dass wir die 2p reellen Theile der 2p Periodicitätsmoduln des Integrals

erster Gattung als gegeben betrachten wollen, die Determinante der
Gleichungen

K< -Vr+ ^."I"-Kr["^---+ Vi«;' "'- K-.rr"~u,-p^

h-T-Kff+ ^."i" - Krf+ + ^-/r" -UrT'=».- 1\

verschwindet, so wird man 2p Grössen

^'^O, ^0, ^1, f^i, ••• ^.-1, /*;_!

bestimmen können, die nicht alle verschwinden und dem Gleichungs-
system genügen
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wenn nicht etwa alle Coefficienten Ur, ßr , Tr , ^r oder wenn nicht

sämmtliche Periodicitätsmoduln der p selbständigen Integrale erster

Gattung verschwinden, was nachher als nicht statthaft erwiesen wird.

Das Bestehen dieses Gleichungssystems ist aber identisch damit, dass

für das Integral erster Gattung!

,^ — ^ <i a^

die reellen Theile sämmtlicher Periodicitätsmoduln verschwinden, was,

wie sogleich gezeigt werden soll, nicht möglich ist. Es soll nämlich

im Folgenden bewiesen werden, dass, ivenn die Periodicitätsmoduln

eines lelieligen hyperelliptiscJien Integrales erster Gattung

I ,, dz
VB{2)

an den Querschnitten a^ hei noch näher anzugehender Richtung des

Ueherschreitens derselben mit

an den Querschnitten h^ mit

ßk + d,i

bezeichnet werden, die Ungleichheit besteht

p

1

somit auch nicht, worauf oben Bezug genommen war, «^ und ßv für

alle V verschwinden dürfen. Und es vvürde weiter aus diesem Satze

folgen, dass, wenn nicht die 2p reellen Theile der Periodicitäts-

moduln, sondern die p Periodicitätsmoduln des Integrals an den

«-Querschnitten oder die p an den ^-Querschnitten gegeben sind,

die Bestimmung der Grössen A^ -\- X'^i in dem früher aufgestellten

Gleichungssystem eindeutig möglich sein muss; denn wenn z. ß. die

Determinante des Gleichungssystems

verschwindet, so würde sich wieder nach denselben Schlüssen wie

vorher ein Integral erster. Gattung finden lassen, für welches sämmt-
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liehe Periodicitätsmoduln an den «-Querschnitten verschwinden was
ebenfalls nach der zu beweisenden Relation

p

1

nicht möglich ist, da, wenn a^ == y^ = wäre, diese Summe ver-
schwinden würde.

Um den oben ausgesprochenen Satz zu begründen, gehen wir
von dem allgemeinen hyperelliptischen Integrale erster Gattung

/
aus, worin

2 = x-\-yi,

und u und v reelle Functionen von x und ij sind; dann werden in
dem Ausdrucke

welcher in Folge der bekannten Beziehungen

du. dv_ du dv
dx dy' dy Jxm

..du -j . du ^

öy ' dx '
^

übergeht, die Coefficienten von dx und dy nämlich

„, du du
dy dv

auf- der ganzen Riemann'schen Fläche endhch und eindeutig sein,
weil das Integral erster Gattung u -{- vi es ist, ausgenommen in den
Verzweigungspunkten von ]/R{j3), da

^J^A.i^=^ ^^^+ ^'^) __ dju + i v) _ Co + C\z-{- C\z^
-I 1- C7^_j ^P-i

^^ dx dx ~ dz
^

• VEjzj
oder

du^_.du __Co-\- C^z-\-C\z^-\ {-C^^i zP-"-

^^ dy VBizT
ist, welcher Ausdruck für ^ = «^ ,«,,.. . a.^+i unendlich gross
werden kann. Wollen wir daher die Vorgelegte R i em a n n 'sehe Fläche
zu einem vollständig begränzten Räume machen, innerhalb dessen

sich für die Functionen w|^, w |^ keine Discontinuitätspunkte be-

finden, so werden wir nur die Verzweigungspunkte durch unendlich
kleine doppeltgewundene Kreise auszusehliessen brauchen, und es wird
dann nach dem bekannten durch die Gleichung
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dargestellten Satze

(m) • J»d«=J{-u'^dx+ ul^<ly)=jß^(ul'^+^j{ul'p\dxdtj

sein, worin das einfache Integral J'udv über die gesammte Begränzung

der vollständig begränzten Fläche in der bekannten Richtung genom-

men, und die rechts stehenden Doppelintegrale über den Inhalt dieser

Fläche auszudehnen sind. Nun ist aber leicht einzusehen , dass

fudv

über die Begränzung eines um einen Verzweigungspunkt beschriebenen

Doppelkreises ausgedehnt, den Werth Null annehmen muss. Denn
sei a der Verzweigungspunkt, und werde der auch in diesem Funkte

endliche Werth von u mit Ua bezeichnet, so wird, wenn der Werth

von u für die Peripheriepunkte dieses unendlich kleinen Doppelkreises

durch iia-\-e(x, y) dargestellt wird, wo e{x, y) für alle in Be-

tracht kommenden Punkte unendlich klein ist,

I
udv= Ua

f
dv -f- 1 €{x, y)dv

,

(«) («) («)

und da

I du 4-1 I dv = I ,,
^^— dz ==

(a) («) («)

ist,

jdu^rjv^o
{a) (a)

sein, und sich somit zuerst

I
udv =

I
£{x,y) dv

ergeben ; daraus folgt aber

modd
I
udv

(«)

mod / s{x,y)dv^l mod £{x,y) mod dv<.l mod £ (o;, «/) mod -=-~ dz

,

(«) («) (a)

weil

mod dv < l/du^ 4- dv^ < mod ——r:^

—

dz

ist, und daher, wenn mit ds das Bogenelement des unendlich

kleinen Doppelkreises, mit r (Jer unendlich kleine Radius bezeich-

net, und
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mod yB{0) = mod j/^ — a mod j/~^^ = r^/'ix, y),

mod ((7o+ <:^,^ + • • • + Cp^rSP-^) = F{x, y)

gesetzt wird , worin f{x, y) für die Peripheriepunkte jenes Kreises

endlich und von Null verschieden, F{x, y) endlich ist,

mod fudv< rmodsix,y)?p^f^< rmods(x,y)^^^l^^,

(«) («) (a)

wenn (p den Centriwinkel des Kreises bedeutet, oder endlich:

mod fudv<r^ Tmod £ {x, y) ^f-L^l^ = .

Daraus folgt nun aber, dass in der Gleichung (m) das Integral

Judv nur über die beiden Seiten der Querschnitte a,, a.^, • - • a^,

&j, &2; • ' ' ^P) c^,c^, • • • Cp_i der Riemann'schen Fläche wird aus-

gedehnt zu werden brauchen. Beachtet man ferner, dass für alle

Punkte des umgränzteu Raumes bekanntlich

ist, so folgt, weil das Integral

vermöge der positiven Werthe der einzelnen Elemente selbst positiv

ist, dass

über jene Begränzung der einfach zusammenhängenden Fläche genom-
men, wesentlich positiv sein wird, wobei die Umkreisung so statt-

finden muss, dass man während der Bewegung die Fläche zur Linken
hat. Bezeichnet man nun der Unterscheidung halber die innere Seite

der Querschnitte mit a^-, bv~ , die äussere Seite derselben mit a+, h^+

,

so wird .das Integral, wenn als lutegrationsrichtungen die in der

Figur 2. durch die Pfeile angezeigten genommen werden,

Judv — judv -\- judv — judv -j- judv — judv -f judv — judv-\--

,

«i"*" o,— bi+ b,- a^+ a.— (>^+ b^—

da jeder Querschnitt auf beiden Seiten und . in entgegengesetzter

Richtung durchlaufen wird, und u als reeller Theil des Integrales

erster Gattung ebenso wie dv zu beiden Seiten der Querschnitte c,

für welche der Periodicitätsmodul Null war, denselben Werth haben,
oder auch

J{u+— u-)dv -\-J{u+~ u-)dv + j{u+— u-)dv-\- j{u+ — ti-) dv -{-',
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wenn mit u+ und u- die zu a+ und a- oder h+ und h- gehörigen

Werthe der it-Function bezeichnet, die Integrationsrichtungen im

Sinne der in der Figur angegebenen Pfeile genommen werden, und

Fig. 2

endlich berücksichtigt wird, dass dv zu beiden Seiten desselben Quer-

schnittes wegen des constanten Stetigkeitssprunges des Integrales

erster Gattung, dessen rein imaginärer Theil die Grösse iv ist, den-

selben Werth hat.

Wird nun der Periodicitätsmodul des Integrals erster Gattung

an dem Querschnitt Uv mit

an dem Querschnitte hv mit

Br = ßv-i- 8vi,

bezeichnet, so wird an dem Querschnitte civ resp. h,.

w+ — ir = «v, M+ — u~ = — ßv

sein, und daraus

judv= 'Sj \kv j dv — ßv \ dv\

folgen, worin die Integrationsrichtungen die durch die Pfeile an-

gezeigten sind. Da aber dv der rein imaginäre Theil des Differentials

VW)
ist, so werden die geschlossenen Integrale über dv längs den Curven

tty und hv genommen, die rein imaginären Theile der Periodicitäts-

moduln an den resp. Querschnitten liefern, und daher

K önigsl) erger , hyporell. Integr. «*
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I
dv == dy, j dv = yy

seiii; so dass

udv=^' {a,dy~ß,yy),
1

und daher nach dem früher gefundenen Resultate

p

1

ist. Somit ist der oben ausgesprochene Satz bewiesen.
Wir wollen am Schlüsse dieser Vorlesung noch die wirkliche

Darstellung der Perioden eines hyperelliptischen Integrales in Form
von Integralen geben, die zwischen den Verzweigungspunkten der

Riemann'schen Fläche von }/W{z) ausgedehnt sind.

Sei das Integral

J=J}{,,j/E(i)) d0

gegeben, welches auf festbestimniteu Blättern in den Punkten

und in den Verzweigungspunkten

unendlich werden soll, wie die Functionen:

A,l0g(^-^,) ^B,(Z-0^)-^-i- C, (^-;2f2)-2-|_ . . .^K, (^-^2)-^S

ailog{3 ~a,)^ -\-h,{0- a^)~^ -^ _|_7,j^_^^)~ 2^

Ao

a2p+i\og{0-a2p+iy-{-h2p+i{z~a2p+i) ^-j \-h2p+i(z cc2p+i) \' ,

M,\ogz^-i-M,,^+ 4.j/,^^
^

so werden wir in der durch Ziehen der Querschnitte

a^, «2; • • • «i>; ^1; &2' • • ^Pf C,, C2, • • • Cp-i .

einfach zusammenhängend gewordenen Fläche die Unstetigkeitspunkte
durch unendlich kleine geschlossene Kreise auszuschliessen haben,
und um die nunmehr wieder mehrfach zusammenhängende Fläche
einfach zusammenhängend zu machen, je einen Punkt dieser Kreise,
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Fig. 3

wie es die Figur 3. angiebt,*) aus schon oben angegebenen Grün-

den mit demselben Punkte, der hier der Schnittpunkt A des a^-

und &j-Querschnit-

tes sein mag, durch

neue Querschnitte

d^ , cly, " • verbin-

den müssen.

Was vorAllem

die an den Quer-

schnitten 6^,, fZjj '
'

'

stattfindenden Ste-

tigkeitssprünge be-.

trifft, so sieht maii

unmittelbar,und ist

schon früher her-

vorgehoben *wor-

den, dass sie nur

von den logarith-

mischenGliedern in

den Unstetigkeits-

functionen herrüh-

ren, und somit die

entsprechenden Periodicitätsmoduln durch

2%iA^, 2niA^, • '2niAr,

27iia^, 2nia2, •27tia2p

27t iM^

+ 1}

dargestellt werden.

Um die Periodicitätsmoduln an den andern Querschnitten zu

finden, werde bemerkt, dass für die Aufsuchung dieser die Existenz

der eben betrachteten logarithniischen Unstetigkeiten gleichgültig

ist, weil das Ueberschreiten aller von diesen herrührenden und in

demselben Punkte A zusammenlaufenden Querschnitte den Stetigkeits-

spruug Null verursacht, und in Folge dessen die Periodicitätsmoduln

längs den Querschnitten a und h constant sind, während die an den

Querschnitten c, wie schon früher hervorgehoben, verschwinden. Um
nun für die letztbezeichneten Periodicitätsmoduln Ausdrücke in Form

von bestimmten Integralen zu finden, wird man die a- und &-Quer-

schuitte mehr und mehr um die Verzweigungspunkte herum zusam-

menziehen , bis die zwischen den einzelnen Verzweigungspunkten sich

hinziehenden Theile zu graden Linien werden, so dass die a-Quer-

*) Wir wählen in der Zeichnung einige Unstetigkeitspunkte im ersten,

andere im zweiten Blatte.
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schnitte zu beiden Seiten des resp. Verzweigungsschnittes auf dem
ersten Blatte zu einander parallel laufende Grade liefern, die &-Quer-

schnitte dagegen aus Theilen von gradeu Linien bestehen, welche

sich zwischen den Verzweigungspunkten parallel, aber in den beiden

verschiedenen Blättern gelegen hinziehen. Da nuia, wie aus der all-

gemeinen Theorie bekannt, übrigens aus der obigen Figur unmittelbar

ersichtlich ist, der Stetigkeitssprung an jedem a- und &-Querschnitte

durch das über den zugehörigen h- und «-Querschnitt genommene
Integral dargestellt wird, so werden sich, wenn wir die durch die

Richtung der Pfeile bezeichneten Sprünge des Integrales J an diesen

Querschnitten durch

Jaj, und Jj^

bezeichnen, ferner die Integrationen ebenfalls in der durch die bei-

stehenden Pfeile angezeigten Richtung ausführen und beachten , dass

für die üb^r die ^-Querschnitte ausgeführten Integrationen die längs

den Verzweigungsschnitten in entgegengesetzten Richtungen verlaufen-

den Integrale sich aufheben, unmittelbar die Beziehungen ergeben:

Jaj,=

'^^/t^

"2A+ 1 «2i+ 3 "2p+
2 rdJ-2 CdJ 2 ßj,

«2&

2 l'dJ,

worin die in Ja^. vorkommenden Integrale im oberen Blatte, die

in Jbf, vorkommenden Integrale auf der oberen Seite (der Figur

gemäss) der resp. Verzweigungsschnitte ebenfalls im oberen Blatte

gradlinig' zu nehmen sind.

Daraus ergeben sich für die auf der mehrfach zusammenhängenden
Fläche und zwar in der eben angegebenen Weise zwischen je zwei

Verzweigungspunkten ausgeführten Integrale die BeziehuDgen

"2* «2/t-l

wenn man nun alle Verzweigungspunkte mit einer im oberen Blatte

gelegenen geschlossenen Linie umgiebt, und der Einfachheit wegen
annimmt, dass das hyperelliptische Integral keine Unstetigkeitspunkte
besitzen, somit ein Integral erster Gattung sein soll, so wird dieses

Integral den Werth Null liefern, und wenn man andererseits be-

rücksichtigt, dass nach Zusammenziehung aller Querschnitte in der oben
angegebenen Weise auch diese geschlossene Linie bis zu jenen Quer-
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schnitteil hin in eine gebrochene Grade zusammengezogen werden

kann, so ergiebt sich die Integralbeziehung

JdJ+fdJ-^ • • • -i-JdJ-i-fdJ^O,
«1 «3 «2j9— 1 «2p+l

in welcher die einzelnen Integrale auf der oberen ^eite der Ver-

zweigungsschnitte im oberen Blatte gradlinig zu nehmen sind, und

wir erhalten somit für das Integral zwischen den Verzweigungs-

punkten «2^+1 und oo unter der gemachten Voraussetzung den

Ausdruck

:

/clJ=^^J,^^^Jf,^-\ \-^Ji,
p

«2p+ 1

Endlich sollen noch die Periodicitätsmoduln durch die auf der

einfach zusammenhängenden Riemann'schen Fläche F' zwischen den

Verzweigungspunkten verlaufenden Integrale dargestellt werden, wobei

wir der Einfachheit wegen annehmen, dass das Integral gar keine

logarithmischen Unstetigkeiten besitzt, d. h. dass andere Querschnitte

als die a-, h-, c-Linien nicht vorkommen — ich bemerke jedoch,

dass diese Beschränkung nur der Gleichförmigkeit der Ausdrücke

wegen gemacht wird, indem ohne dieselbe zu jedem Ausdrucke

nur noch so viel mit den Coefficienten der logarithmischen Un-

stetigkeitsfunctionen versehene Multipla von 27ci hinzukommen, als

von "diesen herrührende Querschnitte durch den Integrationsweg ge-

schnitten werden.

Dann ist aber leicht zu sehen, dass man mit Rücksicht darauf,

dass sich die gradlinigen Integrale von den auf der einfach zusammen-

hängenden Fläche genommenen nur um die Stetigkeitssprünge unter-

scheiden, welche durch Schneiden der Graden und der Querschnitte

entstehen, die Beziehungen erhält:

«2*; «2it

"2k— l "2Ä—

1

"2k+l "2k+ l

I
dJ= j dJ -\- Ja^ Ja,.^i= h.Jak — 2''f'A+l ?

"2k "2k

«2p + 1 «2p -fl

AJ = CdJ 4- J"«^ = K«p ;

«2p '"2p
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und unter der oben gemachten Beschränkung:

CO- CO

wobei die durch

J^'
bezeichneten Integrale auf der einfach zusammenhängenden Fläche
F' zu nehmen sind; die hieraus für die Periüdicitätsmoduln ent-
springenden Ausdrücke durch die zwischen den Verzweigungspuukten
sich erstreckenden Integrale lauten demnach:

«2i+ l «2X:-|-3 «2ii+ l

Ja, = 2 dJ-\-2 dJ-\-...+2 fdJ.

«2

'^•2h "2/t+2
«2i?

Hk

'6^= ^ idJ.



Vierte Vorlesung.

Reduction des allgemeinen hyperelliptisclien Integrales auf drei

Arten von Normalintegralen.

Wenn man auch nach dem Vorigen im Stande ist, ein Integral

in welchem F eine beliebige rationale Function bedeutet, dadurch,

dass man die Punkte aufsucht, in denen F{0, VR{z)) unendlich gross

wird, und diese Function in der Nähe dieser Punkte entwickelt, um

die Art des Unendlichwerdens derselben kennen zu lernen, .aus den

oben definirten Integralen der verschiedenen drei Gattungen und deren

nach den singulären Punkten genommenen Differentialquotienten zu-

sammenzusetzen, so wird es doch für das Folgende wesentlich sein,

drei feste Klassen von Normalintegralen aufzustellen, auf welche sich

jedes hyperelliptische Integral mit Hülfe der in der Function F
vorkommenden Constanten zurückführen lässt.

Sei
^ ,

•

und F{z, yWz)) eine rationale Function von 3 und j/li{^!), so

wird sich

worin

qPl(^), ^'zC^)» ^l(^)^ ^2(^)

ganze Functionen von z sind, wenn in der Function unter dem In-

tegral Zähler und Nenner mit dem conjugirten Werthe des Neuners

multiplicirt wird, in die Form bringen lassen

J[f, (.) + F, {,) vm] d^ -Jf, (^) d^ +fyB^ '

in welcher F^{s) , F^{s) , F{z) rationale Functionen von z bedeuten.

Da nun

jF,{z)d3

als Integral einer rationalen Function von z eine algebraisch-logarith-

mischo Function ist, so handelt es sich somit nur noch um ein In-

tegral von der Form
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/'F[z)dz

yii{z) '

auf dessen Reductioii wir nunmehr eingehen.
Nach dem C au cliy 'sehen Satze ist, wenn F{z) für die Werthe

unendlich wird,

worin die Integrale so zu durchlaufen sind, dass die eingeschlossenen
Flächen zur Linken liegen, und das letzte Integral längs einem den
Nullpunkt umschliessenden Kreise mit sehr grossem Radius genommen
werden kann; es wird sich somit, da die geschlossenen Integrale um
die Punkte Sa genommen, wie bekannt, die Coefficienten von {t-Za)-^
in der Entwickelung von

z—t

nach steigenden Potenzen von {t - z,) darstellen, und ebenso das um
den unendlich entfernten Punkt genommene Integral den Coefficienten
von ^1 in der Entwickelung derselben Function nach fallenden Po-
tenzen von t liefert, wenn wir diese Coefficienten durch

ff^yl -nd r^nund

bezeichnen und die Gleichung (1) mit //^) dividiren, derAusdruck
ergeben

(^)
Fit)

A^--t)yB{z).
+ +

{z-t) Vitiz)

'1 ] _ r mi 1
''^z)} l{^-t)VM[i)j'

dessen einzelne Theile nunmehr weiter zu behandeln sein werden.
Nun ist aber eine unmittelbar ersichtliche Identität, die man

durch Ausführung der Differentiation verificirt,

d r VBjt) -\ d r Vliii) _ i(z-t) [J?'ffl+-RX-g)1+ lB(t)~E(sy\

{z~tyyii\z) VR(f)

A r ?L^i!i_ 1 j^ r
dt l{z-t) VB (0)J dz l{t-z) VB\t) _

welche, wie man durch einfache Ausrechnung erkennt, wenn
B{z) = Az^pi-^ + B.z^'P

-f- B.z^P'^ + • • • + B,,lr^ + B,,

^.(0 ==fc|l^^^,. + ^^^^^ ,-1 + 2^+l^^,._,_^

Br—i
,

oder auch



Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales etc. 41

+ Ip—"2 {2p— 2)1
i2p—3)r-2t'-' B^'P-'Ki) +

+ (-ir-
''-'

(2p — r+l)! ^ ^ ^1 ^ ^
42? — 2r+4

_ (_iy-i 2p-r-l 1 2^(2p-.+i)^^)
^ ^ 4i)

— -^r+ 'i (2i)-r)!
^^

gesetzt wird, worin a^ den Ä;"'" Binomialcoeffieienteu von a und

7^(')(^) die i'« Ableitung von ll{t) bedeutet, in

(3)
ä VBit)

dt l{s-t)yB{z)

d VBiz)

+

dzl{t-s)yB{t)] ' VB{z)yB{t]

i'l.W^'^"' ,
fi«).s'P^

|_

yB{z)yB[t)

yB{z)yB(t) ' yB{z)VB{t)

übergeht, wobei zu bemerken, dass der Index der F-function den

Grad dieser ganzen Function in t bezeichnet.

Integrirt man diese Gleichung nach t zwischen den Grunzen

2cc und t , "so erhält man

ymi vwj _
Iz-WW) ~ ~(z-z„)yB(^

d / _--- r dt \ . i'"-' fKi^t . z^-^
I

dzV^^^U {t-z)ym)) "^ yBijJ yB{t) '^yB\zjj yBjtj
+

^F,^^,it)dt

'^
yiiizij ymt) ^ yB{z)J yB[t)

und daher, wenn man mit yii(f) dividirt, mii F(t) multiplicirt, auf

beiden Seiten nach steigenden Potenzen von t— 0a entAvickelt und

die Coefficienten von (^— ^a)"^ einander gleichsetzt.

(4)

+

{i-t)yB{z)j ~ {z-z^yrnj)

F{t) fF{t)dt

_(

VBlt)
+

/i'-M FKt) rF,{t)dt

yB{z) yB[t) I yB(t)-f
(t-'a)' it-~a)'

yw) j-yB{t) / yB{t) + ••• + yB{z) BitjJ y'm)

{t-z^r

dz^+ ^vim
Fit)

ysBit)J {t-

~ F{t)

Vb

dt

(«--a)'

z)yB\t)
(t-z^y

wenn wir uns der oben definirten Bezeichnung bedienen.

Wir gehen wieder zu der Gleichung (3) zurück und integriren

nach t für den Anfangswerth t ^ de , so ist klar, dass man
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iz-t)VB{z) dzj {t-z)yB[t) ^yB(z)J VBlJ) ^

^ yB{z)J rB-{

erhält, wenn man nachweisen kann, dass die Integrationsconstante
Null wird; da aber auf der linken Seite in der ümj^^ebung des un-
endlich entfernten Punktes

1 11 -1 -2= t 0t — . . .
Z— t t £

1

ist, so wird die Entwickelung der linken Seite nach fallenden Po-
tenzen von t

_^vm _ Ai f^\,,, , , , p,
{z—t)VB{z) yWz)

"^ lallende gebrochene Potenzen von t
;

auf der rechten Seite dagegen wird

VBif)

= A 't ' -^1,1 ~^4-

also

— = ^ u ^ +.,^ ^ +
{$-z)yB{t)

und daher

/^^ „ _1 ^i'+l 2p+3
"' ' ^ ^«^_^1„,,-

00

ferner, da

.
-?^'r(0 = (p— »-— i)^^''+ fallende Potenzen von t

ist,

~VmW— ^^"'^~i)A t
-f- fallende^e&rocÄewe Potenzen von t,

und

/
1 2p—

l

Kit)dt _ Ar-^-^'
J/Buf "^ fallende gehrochene Potenzen von t.
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so dass die Entwickelung der rechten und linken Seite der obigen

Gleichung in der Umgebung des Punktes ^ = oo nur gebrochene

Potenzen von t enthält, die für t = oo entweder unendlich gross

werden oder verschwinden. Es ist somit die Integrationsconstante

Null, und die Gleichung (5) richtig, wenn auf der rechten Seite die

Integrale mit der untern Gränze unendlich nur anzeigen sollen, dass

die Functionen unter dem Integral in der Umgebung von ^ = oo zu

entwickeln sind, und aus (5) ergiebt sich wieder ähnlich wie oben

t~l CO t '

"^ ywzj [vmJ ' VW) J Z '^' ^^ lymj (t-zymlt)} _,
CO t

'^ '

Es folgt somit aus (4) und (6) durch Einsetzen in (2), wenn

(6)

r F{t)

L VBit) J

r F{t) nFJiJt)dt

I ] = C

a

wenn r=p,p-{-\., ••• ^p— 1

r F{t)

_yE{t)j yB{t)

worin r == , 1 ,
• • •

*F^.[i)dt

fBit) J ~yw) i .

'

aiyit{t)j yE{t) j

r F(t) ('F^[t)dt -

yim _I
7.W

Fit)

endlich

fW)

ferner

F[t)

iyB{t} J it-z)ym\ 7^'''

iv + ^r +
//;> + ^f

4- r - r = r'
I n

I n

gesetzt und mit dz multiplicirt wird, die nachstehende Reduction des

allgemeineu hyperelliptischeu Diiferentials:

^2 +
A(^)+/"2(^)+

(7)

F[z)dz

+

\z-z^)yw)

J^z^PZ'dz

fW) '

+

+

+
ü/Bj^Jdz

iz-zjyw)

" yB^
"^

"^
" yw) yW) '

'

+

+

fP-\)^Pdz

'yEW~
k^'P-'^dz

Vbä^
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so (lass sich somit

J VW)
in eine endliche Anzahl von Integralen von der Form

/
'

dz

in Integrale von der Form

J vim ' J vjtii) '
' ' ' J

in solche von der Form

z^dz

VR[f)

fzP-'dẑ fzP-Uz . / •
dz

'

J YBiz) ' J VbIJ) ' ' ' ' J J/Bjzj
'

und in eine Function

zerlegt, welche, wie aus der Definition von /(^) hervorgeht, und nach-
her noch genauer ausgeführt_werden soll, das Product einer ratio-
nalen Function von ^ in /is!(^) ist.

Das Charakteristische dieser drei lutegralklassen ist unmittelbar
aus ihrer Form zu erkennen. Es ist bekannt, dass die letzte Inte-
gralklasse nur Integrale erster Gattung enthält; für ein Integral
der zweiten Klasse, dessen Form

' s^+^jdz_

~yB{z)

ist, folgt unmittelbar, dass dasselbe für jeden im Endlichen gelegenen
Punkt endlich ist, dass aber we^en

J ]

VBiz)
oder

1 -1 ^P+^ 2j»+3

oder endlich

/ ^ ' +-77—T^^ •' +VBß) «+ f
dieses Integral für ^ = oc von der a + ^i«" Ordnung unendlich wird;
da nun ^ = cx> ein Verzweigungspunkt der zu ]/li{^) gehörigen R le-
rn ann'schen Fläche ist, so wird das Integral in diesem Punkte, wenn
z-i von der ersten Ordnung unendlich gesetzt Avird, von der 2« + P'="

Ordnung unendlich oder es stellt ein Integral vor, welches nur für

^ = 00 und zwar so unendlich wird, dass 2a -f 1 Punkte, für welche
es von der ersten Ordnung unendlich ist, dort zusammenfallen. Die
ersten Integrale endlich, welche die Form haben

'

dz

I(z-zjVb{z) '
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werden nur in z = Za und dort logarithmisch unendlich und zwar

auf beiden Blättern, sind' also, indem die beiden Punkte z^ und B^

eines allgemeinen Integrales dritter Gattung hier in übereinander

liegende Punkte verschiedener Blätter fallen, Integrale dritter Gattung;

nur wenn 0« eine der Lösungen a^ , a^, • • «aj^+i ^^^ Polynoms B{3)

ist, würde es, wie unmittelbar zu sehen, ein Integral zweiter Gattung

sein, dann aber, wie später gezeigt wird, in der Reduction gar

nicht vorkommen.

Wir wollen noch kurz einige Betrachtungen in Betreff der Coeffi-

cienten der oben gefundenen Reductionsformel anstellen. Was zuerst

den Werth von

betrifft, so wird , wenn z^ niclit eine der Lösungen von Ii{t) = ist,

sein, und da, wenn F{0) in s = Zu von der m*<=" Ordnung unend-

lich wird,

F{t) = c_„,(^— 0„)-« + c_„,+i(^-0„)—+^ H

ist, so werden zur J5estimmung der obigen Grösse Ca nur diese beiden

Reihen zu multipliciren sein, und zwar wird man von der ersten nur

die ersten m Glieder zu kennen brauchen , um den zugehörigen Werth

von Ca herzuleiten, der im Allgemeinen von Null verschieden sein

wird. Ist dagegen Za = c^x, «2 >
' ' * ^27.+! ; dann wird

'y^-A-ht-^a)~'' + h,{t-Za? + • • ,

und daher wird das Product dieser Reihe mit der Reiheuentwicklung

von F{t) nur gebrochene Exponenten enthalten , also Ca = sein
,

und sich somit kein dem DiscontinuitätspunJcle Za entsprechendes In-

tegral dritter Gattung ergehen.

Der durch die Gleichung

iyB{t)J VW) \, ._,

worin r = p ^ p -\- l , - • 2p — l zu setzen ist, gegebene Werth

von lia wird, wenn wir Za wieder von «1 , a^, • • • a^p^i verschieden

annehmen, da

y^ = B{Zar^-\-a,{t-Za) +"
r!

also

F,it) = F,.w + ^Ki^.) + + ^^-^F';\> )

,
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/
ausserdem """

und daher

F{t)

Vierte Vorlesung.

F(t)dt _,

/
F^(t)dt

= C^mRM-^Fr(0a){t— 0a)-"'+'- +rii{t]j rnj)
steigende ganze Potenzen von t— ^a

ist, itn Allgemeinen nur dann verschwinden, wenn m=\ ist, weil
dann die Reihenentwicklung bereits mit der nullten Potenz beginnt;
ist 0« = «j , «2» • • • «2^,+! , so überzeugt man sich leicht mit Hülfe der
vorher gemachten Entwicklung, dass in diesem Falle ha im Allge-
nieinen nicht verschwindet; in allen Fällen ist h^^ eine rationale
Function von s^

,
wie aus den Beihenentwicldungen"unmittelhar her-

vorgeht.

Was nun die Grösse

,{r) r F{t) rKit) dt

VBjt)
iL

- F{t) n.

angeht, so ist

somit

und daher

Fr{f) ={p~r~l)At^ -\-

yB{t)
+

/F(t)dt

vm)
=—Ä w1

2r ~2p +1

+

ist nun (i der Grad des Zählers und v der Grad des Nenners der
rationalen Function F{t), so wird

Fit)

also

bot' {i+dit~' -\-
) h

1 2» + l

= ^^^-(1+,, ,-.+ ... )^

Fit) a, -{- u-v-f^i^

~Y^ ~ ~&7 + fallende Potenzen von t
,

so dass

•^^0 rFr(t)dt «0 -1 /u~v+ r-2p

VMJfjJ Vitit)
~~~&7 ^ ^+ 'fallende Potenzen von ^,

und C5 m;my/ somit h^^ = seiw , wenn ,

/i — v -f > -— 2ji) < — 1

i



Reduction des allgemeinen hyperelliptischen Integrales etc. 47

oder

ist, (1. h.

ft — v<2p — r — 1

für r = 'p. ft — f < jp — 1

für r=p+l fi — V <. p — 2

für r = 2p — 1 ^ — V <C

ist, und daher folgt, weil

ist, dass /F{s)dz

in seiner in Einselintegrale der verschiedenen Gattungen aufgelösten

Form gar Jiein Integral erster Gattung hat, wenn F{z) für keine

Wurzel von R{0) unendlich wird, in seinen Discontinuitätsptinlien

von der ersten Ordnung unendlich gross und zu gleicher Zeit echt ge-

hrochen ist.

Für t^^ bleibt genau das für U^ entwickelte, wie man sich durch

Wiederholung der vorher gemachten Schlüsse überzeugen kann, be-

stehen, nur für

(r)
F{t) r-F^^t)dt

J/Bit)

rJ^r{t)dt 1

J vm J
00 t

}

—

1

worin r = 0, 1,2, • ' p — 1 zu setzen ist, folgt, da, wie früher,

_Z2t r-^y^= .__"»_ ^-i^/«-»H-r- 2^ . fallende Potenzen von t,

VB{t)J VBit) &o

dass Z^'^ = sein wird, wenn

oder

ist, d. h.

ft
— v-f-r — 2j)< — l

fi — V <. 2p — r — 1

für r^O fi — V <C 2p — 1

für r = \ fi — V <_ 2p — 2

für r == p — 1 ^ — V 'C p

ist, und es wird somit in der Beductionsformel des hyperelliptischen

Integrals ein Normalintegral zweiter Gattung — wie wir jetzt die in

der Beductionsformel vorlcommenden , im unendlich entfernten Punkte

von einer endlichen Ordnung unendlichen Integrale nennen tvollen —
überhaupt nicht vorkommen, wenn F{z) für heine Lösung von Ii{z)

unendlich tvird, für seine Discontinuitätspunlite von der ersten Ordnung

unendlich gross und der Grad des Zählers Meiner ist als der um p Ein-
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hciten vermehrte Grad des Nenners , d. h. wenn der Grad des Zählers
den des Nenners nicht mindestens um p Einheiten übersteigt.

Betrachten wir endlich noch

f (,) _ r ^«L r ' dt
1

\.ym)j [t-z)yR(t)\;

so wird die Berechnung dieser Grösse in' der folgenden Weise an-
zustellen sein:

m= i?(^«) ^^a,{t~z.) + ---
VBit)

1

^-^cc-it-^a) 2— Z..

1

somit

da ferner

/

z— z^

ist, so folgt

F{t)_

VW)f

F(t)^

VBit)

dt

R(0a) *C_,4^-^„)-'«
-f-

B{z^r^

{t-z)VB{t) z— z„
i{t— Ba)-

- 7/i+ 1 +

so dass fcc{2) jedenfalls, da alle Entwicklimgscoefficienten von
vB{t) '

wie man unmittelbar sieht, dieselbe Irrationalität 7? (^„)- * enthalten,
eine rationale Function von s und z« wird, und verschwindet, wenn
— m + l^O, also F{z) in Za von der ersten Ordnung unendlich
wird. Das Letztere tritt wieder, wie man sich auf dem schon an-
gegebenen Wege überzeugen kann, nicht ein, wenn Sa==a^, cc.y a^p+i
ist. Die Entwicklung von

'^^ iyBit)J it-z)yim\
,

endlich liefert

yB[t)

1

t—z

.1 2i> + l

= A'^t~ ^

1 1

+

und daher

t z

f dt

{t-z)yB{f)

= t-^-{- str-^ +

2 -4 -^J'±l
^ A ^t ^ +

2iJ-fl
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-{- fallende Potenzen von t

,

-A'r
-2^—1 + fallende Po-

tenzen von t,

oder

CO

und es wird daher f^^ii) verschwinden, wenn

^__v-2j)— 1<-1

^ — V < 2p ,

also der Grad des Zählers nicht mindestens den des Nenners um die

Zahl 2p übertrifft.

Wir erwähnen hier noch eine Beziehung, welche zwischen den

Coefficienten Je und l der Integrale erster und zweiter Gattung in der

Reductionsformel gewisser Integrale und den Coefficienten der um

den ünendlichkeüspunkt herum gültigen Reihenentwicklung der Nor-

malintegrale erster und zweiter Gattung besteht.

Sei das Integral

J VW) '

in welchem

B{0) == ^^(^— «iK^— «2) • • • (^— «2^)

= Ä0'p+' + B,zP + B, zP-^ + h B2p-iS

— welche Form des Polynoms offenbar die Allgemeinheit der Unter-

suchung nicht beschränkt — und

n>2p—\
angenommen wird , in der oben angegebenen Weise in seine Normal-

integrale zu zerlegen, so wird, da z"" für kein endliches z unendlich

wird, das vorgelegte Integral gar kein Integral dritter Gattung ent-

halten und somit nach der Reductionsformel (7) sich in die Form

bringen lassen

J VW) ~ J'
z^P-^dz

+ ^/
„2p-2 dz

yB{z)

(p+^) r zp

yB{z)

dz

VB{z)

(2p-i) r dz
• + ^" Jym

dz

VW)

worin für r = 0, 1, 2, • • • 2^ - 1

e
yB{t)_

F^{t)dt

VW)

Königsberger, hyperelHpt. Integr.
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für r =Pj p -\- 1, . . . 2p — 1

und endlich

Kn =

fn{^) =

-fVBlt) J Vb {t)

J {t-z)VBit) }
ist, wenn

gesetzt wird.

Indem wir uns zuerst mit der Grösse Z^'"^ beschäftigen, setzen wir

r =-
^rB{t}J

~
KWdt-i

VBit) n—l

und schliessen aus dieser Form, dass die Entwicklung des Ausdrucks

_ ^ rK^t)dt

vmj VW)
00

nach fallenden Potenzen von t, da n>2p ~l angenommen wurde
als Coefficienten der Potenzen

t-^P-'^ , t-'^p-^ ...
die Grössen

^2p > 2p+ l > ' '
'

liefert.

Da nun aus den Entwicklungen

F(t)dt
unmittelbar

+ •;•

J }
^v-^+^

+

und daher

m) J
'F^{t)dt

fr-2p _j_

folgt, SO ist leicht zu sehen, dass

r F^{t)dt

~yRif)^,i[M .—2p-r—

1

2p+ v
^
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worin das auf der linken Seite der Gleichung befindliche Integral,

weil r = 0, 1, 2, - p — 1, ein Integral erster Gattung ist, und

die Grössen
m^ , m^ , • • • nir—i

-rational aus den Constanten von B(ß) zusammengesetzte Ausdrücke

bedeuten ; hiermit wäre die Beziehung zwischen den Coefficienten l der

Integrale zweiter Gattung in der JReducfionsformel des mit n variiren-

den Integrales

I yB{z)

und den Coefficienten der um den unendlich entfernten PunM gültigen

BeihenentwicMung gewisser Integrale erster Gattung gefunden.

Setzen wir ferner die Grösse k in die Form

Ä;<'-' =
B(t)J

F^{t)dl

VB{t)J VEit)
CO

so wird sich genau ebenso, wenn

p, p -\-l, 2p
gesetzt wird,

F(t)dt

I yjR{t)
=.— {n^f^p + n^t^-^p-'' + -{-nr-it-^p)j/B{t)

-VBit)^htl^J-2p— v—l

ergeben , worin wegen r = p , p -\- '[

^
••• 2p — 1 das Integral auf

der linken Seite der Gleichung ein Integral zweiter Gattung ist, und
es wird damit die analoge Beziehung zwischen den Coefficienten h der

Integrale erster Gattung in der Beductionsformel der mit n variiren-

den Integrale
^ z'^dz

VW)f-,

und den Coefficienten der um den unendlich entfernten PunJct gültigen

BeihenentwicMung gewisser Integrale zweiter Gattung gefunden sein.

Es mag hier endlich noch eiJfer Normalform der Irrationalität

der hyperelliptischen Integrale Erwähnung geschehen , die häufig ge-

braucht und durch die Substitution

«1— «2

erhalten wird, aus welcher

, ^ = g («1 — «2) + 0^2 »

also

4*
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^ — «1 = («1 - 0^2) (? - 1)

— «^ = («j _ «2) t

. - «.,+, = (a, _ «,) (S --^i^)
folgt; setzt man

%

«3— «2

2 «1 — «2
•^ «4 — «2

,2 Of) — «2
2p -l a.-^2p+ l "2

so ergiebt sich unmittelbar

(«1- «2) ^^(«3-^2) («4-«2) • • • («2^+l-«2) ^/F(l-g)(l-Jf?^)(l->cle)- • • (1-4-1^

und es ist daher jedes hyperelliptische Integral in der Form darstellbar
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Beziehungen zwischen den Periodicitätsmoduln

der zu derselben Irrationalität gehörigen hyperelliptischen Integrale.

Nachdem am Schlüsse der dritten Vorlesung die Periodicitätsmoduln

eines allgemeinen hyperelliptischen Integrales aufgestellt worden, gehen

wir nunmehr dazu über, die Beziehungen zwischen den Penoden

zweier beliebigen, aber zu derselben Irrationalität gehörigen hyper-

elliptischen Integrale herzuleiten, und betrachten zu diesem Zwecke

ein Integral
J{^Z , So) ,

welches auf festbestimmten Blättern in den Punkten

5i, S2;
••• Im ^n ^2, ' ' • ^«^ «i' «2' •" «^^' + ^'

"^

unendlich werden soll, wie die Functionen

s^^ log (,_j,) + ^, (^-Si)-^+ 6, (^-5i)-^+ • • • + ^1 (^-S.)-'^

,

3t^log(^-S^) + ä3^(^— 5^0"'+ ß/*(^-5/^)''H ^ ^^.(^— S^)-V;

A, log (0-^0 + B,{z-z,)-' + 6\ (^-^J-^+ • • • + ^1(^-^1)-'^

.

^,„l0g (0-0.) + Br,XZ-S.r'-\- Cr,.{S-^n)-' + ' ' '
+^,.(^-^.0-*-,

«,,iog (^-«i)H &1 (^-«irH ^*i
(^-«1)'*+—H ^ (^-«1)—"h

a2i,+ll0g(^-a2p + l)^+^2p+ l(^—«2p+ir^+ C2^+l(^— «2i;+ l)~*+'--

+ /i2i9+ l(^ «2i)+ l) 2
,

M, log^* + ilfi^^ + M.,zi H h ifcf<r^' '

und ein Integral

welches in den Punkten

h, h, '' Im ^1; ^2, • •• l-, «1; «2; ••• ö^2i'+i; ~

unendlich werden soll wie die Functionen
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viog(.-s,)+ v(^-5.)-+ (v,'(.-5,)-^+ : .

.'

+^}(;_,;):,^,*

,

<log (.-«,)!+ &/(._«,)-!+ c, i,-a,yi + . . . ^_ Ä/(.-a^r¥-'

«Wl log (^- «2^+0 ^ + ?-Wl (^ - «2,,+l)- ^+ C2,+, (^- «,,,+,)- i + . . .

Jfo' log ^^ + üf/^l + Jf/^l
-I j_ Jf/^4^

^

wobei selbstverständlich der Bedingung gemäss, dass jene' Functionen
hyperelhptische Integrale sind, die Beziehungen bestehen

?(, + ••• + 2t, + ^, + • • • + A. + «. + •• .+«,,+,- ilf^ _o
5V+ . . . + 21.; 4- ^;+ . . . ^_ ^^^ ^ ^^,_^ . . . _^ ^,^^^__ ^^,_ ^^
und in der Annahme der Unstetigkeitsfunctionen die allgemeinste
Voraussetzung enthalten ist, dass die beiden Integrale eine Anzahl
gemeinsamer ünstetigkeitsstellen , die zugleich auf demselben Blatte
liegen sollen, besitzen.

Legen wir nunmehr der weiteren Betrachtung die Function

^(^, ^«)-—^^

zu Grunde, welche nach Früherem auf der durch die Querschnitte

«1, «2; • • • »i>; &i, &2J • • • 'bp, C,, Cg, • . . Cp_i

- zerlegten Riemann'schen Fläche i^' von \/"W)^ deren Verzweigungs-
punkte °

«1, «2? • • • «2^9+1, CX)

sein sollten, eindeutig ist, und untersuchen das Integral '

über die gesammte Begränzung der einfach zusammenhängenden Fläche
ausgedehnt, welche aus F' durch neue

Querschnitte entsteht, welche jeden der die Punkte

h, h, '• • in, ^i, ^2, • ' Zmy ^1, ^2; • • • %n

umschliessenden unendlich kleinen einfachen Kreise und jeden der
die Punkte

«1, «2 7 * • • «2p+l, OO

umgebenden unendlich kleinen Doppelkreise mit demselben Punkte



Beziehungen zwischen ^den Periodicitätsmoduln etc. 55

der früher erhaltenen Begränzung verbinden, z. B. mit dem Punkte

A, von dem aus man sich die gesammte Begränzung durchlaufen

denken will.

Mag zuerst die Integration nach den den beiden Functionen ge-

meinsamen Uustetigkeitspunkten

hi h) ' ' ' 5m

hin ausgeführt werden, so wird, wenn die Entwicklung von J{2, ^„)

in der Umgebung von jp

% log (^-5,)+ i\(^"S,)-^ + • • •+ ^,{^--k)''^+ <'+ K%-k)+ • •

•

die von J{s , t,a)

% log (^- 5p)+ 23^(^-5^)-^+ • • •+ ^i(^ " 5?)"'?+ ^?'+ ^T (' -^>e)+ • •

•

also die von

dz

folgendermassen lautet:

zuerst der Werth des um den Punkt jp in einem unendlich kleinen

Kreise genommenen Integrales

(ig)

ZU ermitteln sein, welches sich aus Einzelintegralen der Form

zusammensetzt, worin ö und r positive oder negative ganze Zahlen

bedeuten; nun ist aber, wenn

gesetzt wird,
27t 2«

flog (^z-i^){B-igYds=ir<'+'\ogrCe(''+'y^^dq>-r'^+^Je^"+'^^'P<pd<p ,

i)
und somit für unendlich kleine r, wie aus dem Gränzwerthe von

y-a+llog r folgt,

wenn a^O, der Werth des Integrals Null,

wenn a <—\, der Werth des Integrals unendlich,
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ferner j (^^~ i^)-\dz = 2

und

/ (^— 5?)*^^^ = für positive und negative x,

woraus folgt, dass von vornherein der Fall, in welchem (T^— 1 ist,

ausgeschlossen, d. h. dass entweder
^

51,' = 33/ = . . • = f,' = ,

oder
^

sein muss, oder dass, weil der Voraussetzung nach J{z, ta) in jp un-
endlich werden sollte, nur die zweite Annahme statthaben, d. h.
J{z, Za) in i^ nur algebraisch unendlich werden darf."^)

Somit ergiebt sich als Werth des um
j, genommenen Kreis-

integrales, wie aus der oben aufgestellten Form der Entwicklung
hervorgeht,

und wenn man beachtet, dass J{z,z„) bei der Umkreisung von g„
wegen ^^l, == ebensowenig seinen Werth ändert wie die in j, nur

algebraisch unendlich werdende Function -^^1^
^ so werden die

Integrationen längs den beiden Seiten der Verbindungslinien dieser
Kreise mit jenem Ausgangspunkte der Bewegung, weil in verschie-
dener Richtung ausgeführt, sich wegheben, und somit jene tt Punkte
5 zur Gesammtintegration den Werth liefern

während man am Schlüsse dieses Theiles der Integration zum An-
fangspunkte mit unverändertem Werthe der Function unter dem In-
tegral zurückkehrt.

Durchläuft man jetzt die Verbindungslinien nach den g-Punkten
und die diese Punkte umschliessenden unendlich kleinen Kreislinien
so wird, wenn die Entwicklung von J(z, Za) in der Umgebung von
i,Q sich m der Form darstellt

vermöge des aus der oben angegebenen Form der Unstetigkeits-
function sich ergebenden Ausdruckes

*) Wenigstens sollen die andern Fälle sowie die nachher anzuführenden
analogen für die Verzweigungspunkte von der weiteren Betrachtung aus-
geschlossen sein.
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d z

wie unmittelbar ersichtlich, das um g^ genommene Integral durch

den Werth gegeben sein

da aber ferner bei der Umkreisung von ^^ das Integral J{z,Za), weil

es in diesem Punkte endlich bleibt, ebensowenig seinen Werth ändert

dJ{z, ?„) -,

als die algebraisch unendlich werdende Grösse
^^

, so werden

wieder die längs der Verbindungslinie ausgeführten Integrationen

sich aufheben, und das Gesammtresultat der die Punkte g betreffen-

den Integrationen sich in der Form darstellen

(2) . . 2« y}[ffA^-TTB'-2tfl'G^ lipf,K^'\

.

1

Gehen wir nunmehr zu den Punkten s^, • - • 8,n über, so ist klar,

dass die um Zf, ausgeführte Integration

j J{Z, Za)dJ{Z, la) ,

da in der Umgebung von Zq

J{z, Za) = Aq log {z-Zq) + Bq{z-z^-^ + h Kq{^z-z^-h^ . • •,

und

+ nf^{z-z,f9 + • •
.

also

^J^= ^f+2^f (.-,,) + + 7.,^?;(.-.,^-'+ •
•

ist, nur abhängen wird von Integralen der Form

flog {z— Zq) {z—ZqYdz , J{z-z^rUlz, J{z—ZqYdz ,

in denen m ^ und 7i eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Da nun,

wie vorher gezeigt worden, das erste dieser Integrale verschwindet,

das zweite den Werth 27ci hat, während das dritte Null ist, so

folgt, dass

fjiz, Za) dJ{z, U) = 2 ^i [^T^^ + 2 TtfC, + • • . + A>^?;

<

wird. Da ferner bei einer Umkreisung von Zq die Function J{z, Za)
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vermöge ihres logarithmischen Gliedes um 27tiA^> zunimmt, während
dJ(ß, g„) seinen Anfangswerth wieder erreicht, so werden die beiden
längs der Verbindungslinie des Querschnittsystems mit der Kreis-
peripherie von 0^>, auf beiden Seiten derselben, auszuführenden In-
tegrationen den Werth liefern

? r'

J (J-{^, ^a)— J+[Z, Za)) dJ{Z, ta)=-~27tiA^ jdJ{Z, t,a)
,

^ A

worin A den Ausgangspunkt der Integration bedeutet, und die Be-
zeichnungen nach früheren Definitionen und mit Rücksicht auf die
dortige Figur gewählt sind; um nun zu dem folgenden Punkte ^^+i
überzugehen, ist das Integral

J(^(^,
Sa) + 27tiA^) dJ{Z, U

auszuführen, welches, da die unter dem Integral zu J{B,3a) hinzu-
gefügte additive Grösse für das Kreisintegral keine Veränderung
hervorbringt, einen dem oben angegebenen analogen Ausdruck liefert,

während das Resultat der beiden von A nach ^g+i in entgegen-
gesetzter Richtung genommenen Integrationen durch

,/
[(^-(^;^a) + 2^^•J^) - {J+{,, ,,) -\-27tiA,)\dJ{,, e«)

A -

^,+ X

= - 27tiA^+ il dJ{Z, la)

A

dargestellt wird. Fasst man, indem man so weiter geht, alle diese
Theiliutegrationen zusammen, so liefert der Complex der Punkte
S\.i ^i-» ' • • ^m das Resultat

(3) . . 2.i^,{[^.fiJ^+ 2.fC,+ .
. +U.'^K,yAjäJi., tJ,

A
und es bleibt nur noch vom Punkte A aus die Integration

J[J{Z, Za) + 27ti{A, + ^2 + . . . + Ar,)] ^J(^^ g^)

Über die von den Verzweigungspunkten und dem unendlich entfernten
Punkte herrührenden Theile auszuführen.

Geht man zuerst wieder von A aus zu dem Verzweigungspunkte
ß, und umkreist diesen, so ist vor Allem zu sehen, dass es sich um
die Ermittlung der beiden längs dem unendlich kleinen Doppelkreise
genommenen Integrale

jj{z, z.)dJ{z, U) und 27tiUx +A H h A^) fdJ{z, tu)
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handelt, von denen das zweite wegen der in der Nähe des Ver-

zweigungspunktes gültigen Entwicklung

den Werth

annimmt, und längs der Verbindungslinie mit dem Doppelpunkte

sich aufhebende Integrale liefert, weil dJ{z, ^«) sich bei der Um-

kreisung des Verzweigungspunktes nicht ändert. Was nun das erste

der beiden obigen Integrale angeht, so lautet vermöge der an-

genommenen ünstetigkeitsfunctionen die Entwicklung der beiden

Factoren in der Umgebung des Verzweigungspunktes

J'(5',^«) = «i log (^— «1)^4- &i(^— «1)"^+ c,(^— «,)~*H

und wenn

J{z, ga) = a,'log(^— a,)^+ V(^— «i)~^ + Ci'(^— «1)"^+ •
••

gesetzt wird,

und es wird somit das um a^ genommene Integral aus den drei verr

schiedenen Integralformen zusammengesetzt sein

j\oQ{z— a^y{z— a^yd^, J {ß— a^Y dz
, j{ß— a^y^ds,

(a{) («i) («1)

worin 6 und r positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. Setzt

man in das erste dieser Integrale

so geht dieses über in

2^log^e'^+l^7^,

welches nach Früherem, wenn a -|- 1 ^ oder <? ^— 1 , verschwindet,

während es, wenn 6 -\- l < — 1 oder (? < — 2 -ist, unendlich gross

wird; der Werth des zweiten Integrales geht durch dieselbe Sub-

stitution in

j^^r+^dt =
(0)

über, während das dritte den Werth Ani annimmt; es folgt daraus,
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dass von vornherein — wie oben — der Fall, in welchem 6 < — 2
ausgeschlossen werden muss, dass also entweder J{z, g«) garnicht
in «1 unendlich werden, oder dass J{z, 0„) in diesem PunUe nur
algebraisch unendlich werden kann. Somit ergiebt sich als Werth des
obigen um a^ genommenen Kreisintegrales

2 nt[by»+2.,<'+ . .

.
+ A.7,,.<;' +„>»)-!,><'•„ 2c>™ i;Ä>«;,'j

,

wobei zu bemerken, dass, wenn a^ von Null verschieden,

a/ == 5,' = . . . = Ji^' =
zu nehmen ist.

Bei der Umkreisung von «^ wird sich der Werth von J(js, ^„)
nur dann geändert haben, wenn J"(0, ^«) in «j logarithmisch un-
endlich wird, also J'(^,^„), wie gezeigt worden, in diesem Punkte
endlich ist, und zwar um 2nia^, und von den beiden Ausdrücken

— {2nfa{{A^-^A^-\ [-A„) und 27tia,

existirt also immer nur der eine, während der andere verschwindet-
die längs der Verbindungslinie von A mit dem Verzweigungspunkte
«1 auszuführenden Integrationen werden sich aufheben, wenn der
zweite Ausdruck Null ist, wenn dagegen der erste Ausdruck ver-
schwindet, so wird der Werth derselben durch

ff,

2 Tri«, i dJ{z, t,a)

A

dargestellt sein, und dieses Integral einen endlichen bestimmten Werth
haben, da J(0, ^„) in diesem Falle in a^ endlich sein muss. Geht
man sodann zu a^ über, so dass

ßji^, ^a) + 27ti{A,+ A^^ \- An+a,)\dJ{z, U)

3t, indem nur für den zweiten Fall a^

h wieder

- (27tYa^{A,+ A^-\ + A^+a,)

auszuführen ist, indem nur für den zweiten Fall «j = sein wird,
so ergiebt sich wieder

und

worin wieder, wenn a.^ von Null verschieden ist,

a^ = h^ = • • • = h^ =
zu setzen ist, während die Integrale längs den Verbindungslinien
sich zu

~27cia^jdJ{z,Q
A

zusammensetzen.



Beziehungen zwischen den Periodicitätsmoduln etc. 61

Fasst man die zuletzt gefundenen Resultate zusammen, so folgt,

dass das Resultat der gesammten um die Punkte «j, • • • «2^+1 und

längs den Verbindungslinien dieser mit den Querschnitten ausgeführ-

ten Integrationen den Ausdruck liefert

(4) . . 2J^,ijh,vf^2c,^f + . • . + A,V?^ _

A
2p-\-l

wobei zu bemerken, dass, wenn Ua von Null verschieden ist,

«;==&; = ... = K =
zu nehmen sein wird.

Es bleibt somit nur noch für die Berücksichtigung aller an-

genommenen Unstetigkeiten das Integral

/V(^, 0a) + 2jri (^1 H h ^« + «1 H 1- «^V+i)]<^^(^; ^«)

zu untersuchen, genommen über die durch Ausschliessung des Un-

endiichkeitspunktes eintretenden lutegrationswege.

Was nun zuerst das Integral betrifft, welches längs dem den un-

endlich entfernten Punkt umschliessenden Doppelkreis zu nehmen ist,

so wird dasselbe vermöge der Entwicklungen

.J-(^, za) = M, log z^ + Ifi^i -j-M^^i-l

-]-M,0^-j-Po + Pi^^^ + P'^y + • • • + p^'^'^+
• •

•

j(^, g„) = ilf; log 0^ + m;z^ -f M^'0i H

+ Mö'0'^ + Po' + A'^ ^+ • • • + Pö'z' + • • •

(t Z
''-2 _i A =^

-f^jf/."^-iP/0
* 4p/^ ^ +•••

aus dem Ausdrucke

— (2;c)2 Jfo'(^i H hA. + «iH h «2i,+i)

und Integralen von der Form

f\ogz^0^d0, jz^dz, j z'^dz

bestehen, von denen das erste vermöge der Substitution

z^ = l

also
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nach dem Früheren den Werth Null annimmt, wenn Ä; < — 3 ist,

sonst unendlich gross wird, woraus wiederum folgt, dass entweder

Mq = oder Mq = M{ = • . • = M^ = sein muss, d. h. dass ent-

weder J{0, ^a) ivti unendlich entfernten Punkte nicht logarithmisch un-

endlich oder J{z, ^a) in diesem Punkte gar nicht unendlich wird\ das

zweite Integral wird stets Null, und das dritte gleich AL%i , so dass

das Resultat des um den unendlich entfernten Punkt genommenen
Integrales den Werth

(5) . . 2^i[Po Jfo'+ ^1^/+ "^P^M;-^ 3P3 Jf/H- •
.

.

+ d' Ps'M'ö -p;m^— 2p;m^ ^PsM8'\

annimmt. Die Umkreisung des Unendlichkeitspunktes wird ferner

den Werth von J{ß^ Zci) um — 2niM^ verändert haben, so dass die

über die Verbindungslinie mit A genommenen Integrale sich zu dem
Werthe

CO 00

\\J' (^, Za) — J+(^, Ba)\d3{Z, U) = 27tiM,JdJ{2, U)

zusammensetzen, worin das letzte Integral, für welches, wenn Mq
von Null verschieden ist, Mq, Jf/ • • • Jfj' verschwinden, aus be-

kannten Gründen endlich ist, und man wird mit dem Werthe

ß[_J{!S, Za)-^2ni{A^ -I f- A,n+ % H h a2p+x— MQ)'\dJ{z, g„)

oder wegen der in Folge der Annahme Slj =^ Slj = • • • 3t/t == be-

stehenden Relation

A^-\- • • -j-Am-\-ai-{ \-a2p+i-M^^ = 0,

mit dem Werthe

jj{z,Za)dJ{z, g„)

von A aus nunmehr die Integration über das gesammte ursprüngliche

Querschnittsystem zu erstrecken haben.

Nun ist aber oben gezeigt worden, dass jedes hyperelliptische

Integral, welches in der angegebenen Weise auf der Riemann 'sehen

Fläche unendlich ist, an den c-Querschnitten den Stetigkeitssprung

Null haben wird, weil das üeberschreiten sämmtlicher von den Un-

stetigkeitspunkten herrührenden Querschnitte gar keine Werthver-

änderung des Integrals hervorbringt, und im Üebrigen der Sprung

durch ein über a^ und &j , oder a^ und h^ etc. auf deren beiden Seiten

genommenes Integral dargestellt wird. In Folge dessen sind auch

die Stetigkeitssprünge längs der ganzen Ausdehnung der Querschnitte

ük und hk constant, und wenn man den Sprung von

J{3, Zo) an aic mit «7«^ an J^ mit Jj^
,
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J{z, la) an «i mit J«, ,
an l^ mit I\

bezeichnet, so wird das Resultat der weiteren Integration offenbar

a,+
*~

—
fj{3,

Sa)dJ{Z, la)
-}-Jj{^,

Ba)dJ{3, U)

. —fj{0, Zu) dJ{z, e«) i-Jj{^,
Za)dJ{z, U

sein, worin die über die Querschnitte auszuführenden Integrationen

in der Richtung der bezeichneten Pfeile zu nehmen sind, oder

61

da die Function—^J^-^ auf beiden Seiten der Querschnitte den-

selben Werth hat, oder endlich mit Hülfe der obigen Beziehungen, da

längs dem Querschnitte ük ' J'^iß, ^«) — J" {^ y ^«) = '^aj, 1

längs dem Querschnitte &* : J^ {z , Sa) — J~ (^; ^«) = — Jb''

,

ferner

ldJ{S, U) =Ibk, J dJ{S, ta) = iaj

ist, wenn die Richtung der Integrale in der Richtung der Pfeile
.
der

Figur genommen ist,

p

(6) • • ^' (Jaylby — Jbylg^'

1

Da nun, wie aus den allgemeinen Principien bekannt ist, das

Resultat der über die gesammte Begränzung genommenen Integration

den Werth Null haben muss, so erhalten wir durch Zusammenfassung

der oben gefundenen Ausdrücke (1) bis (6) die nachfolgende Relation

zwischen den Perioden der hyperelliptischen Integrale J{s, Sa) und
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1
" J

m m "q

1 A

2jo+ l

2p.n''+ 2^rf'+--- + ^,Vf

+ «.>S^^- &,>f -2c,>^^^ A^v^i^g

^ A 1

- [Po^o'+ ^,^/+ P2^/+ 3P3 Jf3'+ ...

+ ^'Pd'iifi' - p; jft - 2P2' jf^ äp^'M^-] '

-27tiM^{A, + ^2 H h A, + «1 + «2 H 1- «2^+1)

wobei zu bemerken, dass für die Integrale ^(^5 0^) «nd J'(^, ^a) die

Bedingung gestellt worden, dass

31, = 2I2 = • • • = 31^ =
ist, und dass, wenn a^ oder M^, von Null verschieden,

«?'=&(.' = ••• = Äß' = resp. üfo'= ilf/= . • • ilfd' =
anzunehmen sind.

Dass sich die Integrale

vermöge der Beziehung

A-\ h ^w + «J H h «2^,+! — Jtfo =
zu Integralen zusammensetzen, welche von dem willkürlich an-

genommenen Querschnittspunkte A unabhängig sind und auf der

einfach zusammenhängenden Riemann'schen Fläche zwischen den
singulären Punkten verlaufen, bedarf keiner weitern Auseinander-
setzung.
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Specialisiren wir die gefundene Periodenrelation (7), indem wir

J{2, Za) und J{z , t,a) hyperelliptische Integrale dritter Gattung be-

deuten lassen und mit

n{z,z.^,s^) und 77(^, g,,g.^)

bezeichnen, wobei wir annehmen, dass das Werthesystem z^, z^ von

^, , ^2 verschieden ist, und diese vier Punkte nicht Verzweigungs-

punkte sind, so werden alle in den obigen Unstetigkeitsfunctionen

der allgemeinen Integrale vorkommenden Constanten mit Ausnahme
von A^, A^j A(, A^ gleich Null zu setzen sein, und zwischen diesen

letzteren Constanten werden die Beziehungen stattfinden müssen

A^-\-A^ = 0, A;-{-A^=0;
in Folge dessen geht die Periodenrelation (7), wenn die Periodicitäts-

moduln der beiden dritten Integrale mit

k P P 77 77

bezeichnet werden, in

1

+ AjdlKz, t„ y + A,jdn{z, e, , e>)

,

A A

oder vermöge der aus den obigen Reihenenl^icklungen hervorgehen-

den Bedeutung der Grössen
^)J,'^

und p^^^ , nämlich

rf' = n{tr , z„ z,)
, pf= n a„ z, , z,)

in

= A.J'dn{z,^,,ti) — A,'l'dn{z,Zi,z^)

über.

Lässt man nunmehr die beiden Integrale dritter Gattung zu

Ilauptintegralen werden , in welchem Falle wir A., = A.^' == — 1 zu

setzen haben, und bezeichnet die Perioden dieser Integrale

H{z,z,,z.,) und H{z, t„ y
mit

so ergiebt sich

und es liefern somit zicei Hauptintegrede dritter Gattung, hei denen

die Grunzen des einen die Farameter des andern sind, und die In-

Königsberger, liypeicU. Integr. 6
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tegrationswegc nur den oben angegebenen Beschränkungen unterliegen,

eine nur von den Feriodicitätsmoduln abhängige Differenz.

Die Hinzufügung von Integralen erster Gattung lässt diesen In-

tegralen noch den Charakter der Hauptintegrale, und wenn wir die

Periodicitätsmoduln der p Integrale erster Gattung

r dz f' zdz r zP-^i

J VW) ' J VW) '
" J VM

'dz

'W
an dem Querschnitte a^ mit

j(0) j(l)
^ ,

Aip-l)
^k } ^/t ' ^k

an dem Querschnitte bk mit ,

7J(0) T3(l) JAP-I)
^k } -^k y ' ' '-^k

bezeichnen, so werden, Avenn diese Integral^ mit den Constanten

^0 1 ^\ ) ' ' ' ^p—i

^0 ? ^1 ' ' ' * ^p—l

multiplicirt zu den beiden Hauptintegralen hinzugefügt werden, die

Periodicitätsmoduln der neuen Hauptintegrale an dem Querschnitte

Ol: durch *

^«. + ^o4"

+

c,A^' + • • • + ^.-i^r^^
und *

an dem Querschnitte bk durch

und

ausgedrückt sein, und es wird daher für diese die rechte Seite der

Gleichung (10) in

x(i/,;+ .;i?i'>+./i?t*» + . .
. + c;_,Br'^)

- (Ih^ + c,B^'+ c,B':' + • • • + Cp_,B^r')

X (ii;,+ e^A^:^ -f c/4^^ + . .
. + c;_, ^^^>)|

übergehen. Nun kann man aber

ff f

^ot ^i) ' ' ' ^p-i) ^0 ; ^1 ; * * ^p—i

SO wählen, dass
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H;, + c,'Af + c;a^^ + • • • + c;_,^[^-^' =

^> + ^o'^r + <A^^ + . • • + c;_,4-^^ = ,

oder dass die beiden neuen Hauptintegrale dritter Gattung an den

«-Querschnitten den Periodicitätsmodul Null haben; denn diese Be-

stimmung würde nur dann unmöglich werden , wenn die Determinante

^f^ A'^ . . . Af-'^

p p p

=

würde, und dass dies nicht der Fall sein kann, folgt wiederum wie

früher, da sich sonst ein Integral erster Gattung bestimmen lassen

würde, für welches alle an den «-Querschnitten stattfindenden Sprünge

verschwinden, was oben als unstatthaft nachgewiesen worden. Wer-

den nun diese neuen Hauptintegrale mit

H„(^, ^1,^2) und H^{z, ^,,^2) •

bezeichnet, so geht die Gleichung (10) in

k p
(11) . . . . dH,{z,z„z,)^ clH, {,, e, , e.,)

über. Bemerkt man ferner, (Jfess jetzt die beiden Hauptintegrale

I1q{^, ^1, ^2) ^^^ ^oip) i\) ti) sich nur durch die verschiedene Lage

ihrer UnStetigkeitspunkte unterscheiden, indem sie dieselben p ver-

schwindenden Periodicitätsmoduln haben , und durch die Art der Un-
stetigkeit sowie durch p Periodicitätsmoduln an der Reihe der a- oder

der Reihe der 5-Querschnitte ein hyperelliptisches Integral bis auf

eine additive Constante vollständig bestimmt war, so folgt,

dass sich ein solches Hauptintegral nicht ändert, wenn die

Gründen mit den ünstetigkeitspunkten vertauscht werden.

Es mag zur Charakteristik der obigen Hauptintegrale, für welche

die p Periodicitätsmoduln an den «-Querschnitten verschwinden, noch

bemerkt werden, dass die Ausdrücke für die andern Periodicitäts-

moduln sich leicht mit Hülfe von Integralen erster Gattung darstellen

lassen. Setzt man nämlich in die oben erhaltene Beziehung (7)

J{2, ^a) gleich einem Integrale erster Gattung J{2), dessen Perio-

dicitätsmoduln mit Ja^ und Jj^ bezeichnet werden mögen, während

J{s, Sa) = n{B, z^, z.^ ein Integral dritter Gattung bedeuten soll,

so folgt

5*
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^.Jl (77., J,, - 77,^ Ja:) = A, fdJ (.) ,

oder wenn 77(>, ^j , ^2) ein Hauptintegral dritter Gattung vorstellt,

also Ä2 = — 1 ist,

Soll nun H{2, z^, z.^) wieder ein solches Hauptintegral sein, für

welches alle Periodicitätsmoduln an den «-Querschnitten verschwin-

den, so bleibt

^^H,,J.=j\lJ{z),

und bestimmen wir nunmehr ein erstes Integral Jr{z) dergestalt,

dass die Periodicitätsmoduln desselben an allen «-Querschnitten ver-

schwinden ausser an* dem Querschnitte ür , an welchem der Perio-

dicitätsmodul ^ni sein soll (wie ein solches zu bestimmen, ergiebt

sich aus dem Früheren, indem man nur die p Fundamentalintegrale

erster Gattung mit solchen Constanten zu multipliciren braucht, dass

diese Bedingungen erfüllt werden, wodurch sich ebensoviele lineare

Gleichungen als zu bestimmende Constanten ergeben), so geht die

obige Gleichung in
2..

7/v =JdJr{^)

»
über, und es drücken sich somit die nicht verschwindenden Periodici-

tätsmoduln des Hauptintegrals an den Querschnitten 1) durch In-

tegrale erster Gattung aus, welche zwischen den Unstetigkeitspunkteu

^1 und ^2 ^Is Gränzen genommen sind, und für welche alle Periodici-

tätsmoduln an den a- Querschnitten verschwinden, nur an einem der-

selben den Werth 2%% haben.

Eine weitere Specialisirung der oben gefundenen Beziehung (7)

für den Fall, dass J{z, Za) und J{p, t,a) Integrale erster Gattung

von der Form

^ ' J yB{z) ' ^ ^ J VE(z)

bedeuten, in denen k und ß Zahlen aus der Reihe 0, 1,2, • • - p— 1

vorstellen , ergiebt, wenn die Periodicitätsmoduln *dieser Integrale an

den Querschnitten üv und hv resp. mit

J^^ J>"\ J'^\ J!^'

bezeichnet werden, die Beziehung
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(12) • • • i;«'<'-<'<')=o,
1

von der bei der Einführung der ^-Functionen in die Theorie der

hyperelliptischen Integrale weiterer Gebrauch gemacht wird.

Betrachten wir ferner noch den speciellen Fall, in welchem ein

Integral erster Gattung

_£;(„- ^ i z az

VEiz)

mit einem Integrale von der Form

- ^ J yR[z)

zusammengestellt wird, in welchem a = 0,l,2, - • p — 1, und

welches, wie wir früher gesehen haben, in dem Verzweigungspunkte

^ = oo und nur in diesem Punkte von der 2 a -\- 1'«" Ordnung un-

endlich wird. Für diesen Fall wifd, wenn die Perioden der Inte-

grale an den Querschnitten üv und hv resp. mit

jiß) jiß) ^(«) ^<«)
a^ f by ' «,, ' by

bezeichnet werden, die Gleichung (7) eine leicht zu übersehende Form

annehmen; es folgt unmittelbar mit Hülfe der oben für die Ent-

wicklungscoefficienten in der Umgebung des unendlich entfernten

Punktes gebrauchten Bezeichnungen

2a+l _^"~^ _?"ir'^ 1

— 2/9-1 — 2/?-3 —2/9—5

worin, wenn die Entwicklung von

1

ywj)

in der Umgebung des unendlich entfernten Punktes mit

bezeichnet wird,

Tlf 2^ i^j
"ifi ^ _2/2___

^2«+l=-^TpT' -^2«-! — -g^^^lT^ ,
M2a-3— 2„_3 , •

und
p' 2fo p, _ _2/i_ p, 2/-2_
i"2/J+l==

2ß"-fT '
^¥+a—

2(5 -f 3 ' ^V+5— 2ß + 5 ' • • •

sind, und hieraus ergiebt sich, dass, wenn •>

I. «^/3,

2 Tri X'V «V ^ *" «f^
1

= (2^+l)P2>+l J/2..+I+ (2^+3)P2>+3il^2,.+3+ • • • +(2aH-l)P2„+l-^2a+



70 Fünfte Vorleyung.

und wenn

11. a < ß ,

ist.

Es mag endlich noch eine Beziehung zwischen den Periodicitäts-
moduhi von mehr als zwei zu derselben Irrationalität gehörigen
hyperelliptischen Integralen entwickelt werden und zwar eine solche
welche die Perioden der in der Reductionsformel des allgemeinen
hyperelliptischen Integrales vorkommenden Integrale erster und zweiter
Gattung mit einander verbindet, aus der in Vereinigung mit den
früheren sich weitere Relationen herstellen lassen.

Legt man die Integrale erster Gattung in der Form

, ^ VW)
zu Grunde, worin ^ = 0, 1, 2, • • • ^j - 1 sein soll, und bezeichnet
deren Periodicitätsmoduln mit

J^^> und J^^
,

HO dass

ß2k+l
,1^2 k+3

J'H^)-J\

«2/fc - ^
"2* «2^+2 «2?

«2A

«2/fc-l

worin die Jn jf vorkommende Grösse
"k

für die gradlinigen Integrale die im oberen Blatte genommenen Werthe,
die in J^^^ vorkommende die auf der oberen Seite des Verzweigungs-

schnittes in eben diesem Blatte genommenen Werthe dieser Function
annehmen soll; setzt man ferner die Integrale zweiter Gattung, wie
sie in erweiterter Bedeutung in die Reductionsformel des allgemeinen
hyperelliptischen Integrales in der vorigen Vorlesung eingeführt worden,
in die Form

worin a = 2h P + ^ , • • • 2p — l sein soll, und bezeichnet deren
Periodicitätsmoduln mit

so dass wie oben

E^"^ und £•;">
,

"k f>k
'
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^2k+2

E^;^= -2JdE''"i^) ~ '^jdE'"\z) 2jdE'''\z)

"2k

«2fc

El"^=-2JdE^''\z) ,

«2i—

1

worin
dE^^^z)

genau in der für die Integrale erster Gattung angegebenen Weise zu

bestimmen ist, so sieht man unmittelbar, dass die Determinante

r(0)

*1

J(0)
«1

«1

*2

J.
(1)

t(0)
^«2

«2 t>p

j(0)

tO— 1) T(/J-l) /(i'-l)
J'^'-^^% '^«l

"^0, ^a. ''P

E(p) ß(p) El"^ EAp)
'«2

E\
ip)

T?rp+i) t^ap+^) T^ii^+i) 7?(^^+»)

^6i -^«1 h «2 ''p "p

-^(2p-l) -^{2p-l) J^(2P-1) J^'(2p-1)
6.. «p

= D

'*! "«1 "2 "2 "P

mit Hülfe der eben angegebenen Werthe der Periodicitätsmoduln in

«3 "ip+l

j'yii{z) J VW) J y^(
D =- T-i>

iz_

"2p

J'ymz)' J
zdz

VB{s)

•i

«2i>

'2p-lfX

zdz

TW)

J yB[z) J Te(z) J VBiz)
; «j »2 "2p

übergeht.
, v

Wir wollen uns nun mit der Ermittelung des Werthes dieser

letzteren Determinante beschäftigen und zuerst nachweisen,

dass dieselbe als Function der Lösungen

«j, a.,, • • • «2J3+1

aufgefasst für alle Werthe derselben eine eindeutige Func-

tion dieser Grössen ist.
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Betrachten wir z. B. die Determinante als Function von «, und

untersuchen die Eigenschaften der einzelnen in derselben vorkommenden

Integrale als Functionen dieser Grösse, oder fragen, welche Aenderung

"J7W-
z^dz

/(2— «1) («- «2) • • • (^—
«2i,+ l)

erleiden wird, wenn «j einen unendlich kleinen Umkreis an einer be-

liebigen Stelle der Ebene beschreibt. Sei zuerst dieser Umkreis nicJd

um einen der Verzweigungspunkte

«2 , «3 , «2/»+ !

gezogen, so beachte mau, dass jeder andern Lage von «j auf der

unendlich kleinen geschlossenen Curve eine andere Rie mann 'sehe

Fläche entspricht, die sich von der gegebenen nur durch eine unend-

lich wenig veränderte Lage des ersten Verzweigungsschnittes unter-

Fig. 4.

ßJ,
gp*J.

scheidet, so dass wir also auch alle Querschnitte unverändert bei-

behalten können, und da das gradlinig genommene Integral J sich

bei der stetigen Bewegung des Punktes «j, wie unmittelbar zu sehen,

immer nur um unendlich wenig von seinem anfänglichen Werthe

unterscheiden kann, so wird der Werth des Integrales nach einem

ganzen Umlaufe unverändert geblieben sein, so dass also J seinen

Werth wieder erreicht, wenn «, einen unendlich kleinen Umlauf um
einen beliebigen Punkt in der Ebene beschreibt, der nicht einer der

andern Verzweigungspunkte ist.

Liegt dagegen «j in der Nähe eines Verzweigungspunktes ax,

so denke man sich die Construction der Riemann'schen Fläche und

die Verwandlung derselben in eine einfach zusammenhängende derart

ausgeführt, dass man ai als zweiten Verzweigungspunkt betrachtet

und also a^ai als ersten Verzweigungsschnitt ansieht; es wird dies

für die Betrachtung des absoluten Werthes der oben charakterisirten

Determinante gleichgültig sein, weil wir nur mehrere Verticalreihen

der Determinante zu vertauschen und mit einander additiv zu verbin-
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den haben. Dann ist aber unmittelbar aus der Figur zu ersehen,

dass, wenn a, einen sehr kleinen Umkreis um ax beschreibt, und

Fig. 5.

die daraus hervorgehenden Integral werthe durch einen Strich am

Integralzeichen markirt werden, wegen Aenderung des Wurzelzeichens

und Durchschneiden des Querschnittes Z>j

wird, und dass femer, weil bei der Umkreisung von «i durch cc^ auch

Fig. 6.

^ \

einmal die Figur die beistehende Gestalt hat, und der dem früheren

gradlinigen Wege auf der ersten Riemann'schen Fläche entsprechende
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Weg auf der dieser Lage von cc^ entsprechenden Riemaun'schen
Fläche den Querschnitt &, schneidet,

«2 or.j or, aj

(U) .
Tz' dz ^ r z'd z j _ r z'dz

,
„ r z'd

^ ^ 'Jvm J vm ^^'-;7fw)+ ./m
«A "X «X «1

ist; endlich lässt sich leicht erkennen, dass sich

«r+l "r+ 1

r^Py-s
I
_^_dz_ / ^dz

'
' ' ' J KrW ~/ fW^

"r "r
ergiebt.

Aus den Beziehungen (13), (14), (15) sehen wir aber unmittelbar,
dass eine Umkreisung von ai für die Determinante, als Function von
«1 aufgefasst, keine Veränderung der Function hervorbringt, da die

einzelnen Integrale immer nur um die entsprechenden Integrale der
anderen Verticalreihen zunehmen oder auch unverändert bleiben, und
ebenso unmittelbar folgt, dass eine Umkreisung des unendlich ent-

fernten Punktes keine Veränderung des Werthes der Determinante
verursacht.

Somit ergiebt sich die obige Determinante als eindeutige Function
der Grössen «j, a^, • • • «2^0+1, und muss daher nach einem heJcannten

Satze der Functionentheorie auch einmal verschwinden, wenn sie nicht
etwa eine Constante, d. h. eine von a^, a^, • a^pj^i unahhängige Grösse
ist. Dass aber diese Determinante nicht verschwinden kann, sieht

man leicht aus folgender Ueberlegung. Wäre dies nämlich der Fall

für irgend ein Werthesystem der Grössen a^, a^, • • a2p+i, so müsste
sich ein System von 2p constanten Grössen

m^ ^(1), . . .liP-i)^ ]c(p)^ up+^)^ . .

.

]c(.^P-i)

bestimmen lassen, welche das homogene lineare Gleichungssystem

J^(^P-^)j(0),j^{2p-2)j(l). L;^'/')T(i>-l)l 7(^-1) _£;(;>)_, 7(^-2) x.(p+l),,

^liO)j^i^P-^)^Q^

"i ' .. Ol \
I

fti '
fti ' bi

<^

;i2p-i)j(0), ^.(2^-2)^(1) ,

*
. I ^M>) j\p-^) yiiP-^) j^(P) 4. i{P-2)^(p+i) ,

,
_

"^P "p «p ' "p . "p
"^

jt<2^^-l) T(0)^/,(2p-2) x(l)j i_J.iP)j(p-y),^(p-l)-^(p),p-2)-^ip+l)
, __

fp
^iJ

'

*/> ^ ''p ' (>p
'
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befriedigen-, dann würde aber das hyperelliptische Integral

J VW)
an allen Querschnitten die Periodicitätsmoduhi besitzen und somit

eine rationale Function von s und ]/Biß) sein müssen; und dies kann

offenbar nicht der E^all sein. Denn wäre

worin f\z) eine ganze, ^,(0) und (p^{s) rationale Functionen von

bedeuten, so ist zuerst ersichtlich, dass

9)1(0) =
sein muss, weil eine Veränderung des Zeichens von /J?(0) den

lutegralwerth in den entgegengesetzten verwandelt, und dass ferner

(p^{z) eine ganze Function von z sein wird, weil das Integral der

linken Seite für keinen endhchen Werth von s unendlich wird;

wenn dann

oder

gesetzt wird, so folgt leicht, dass der Grad der rechten Seite min-

destens der 2^^^ ist, weil, wenn

9)2(0) = 00'- H

ist, die höchsten Glieder von

Biz) A^j(?L nämlich Aars^P-^' %^
und von

-5^, E'(^), nämlicb I (2i9+l) Az''p+'

sich nicht wegheben können, da sonst

wäre; da aber f{z) 4ur vom 2p — 1*«" Grade ist, so ist somit jene

Gleichung nicht möglich, und also auch die Voraussetzung unstatt-

haft, dass es ein Werthesystem «j, a^, «2^,+! giebt, welches die

Determinante verschwinden lässt.

Somit tvird die Determinante eine constante, von den Vermei-

gimgswerthen a^, a.^, . . . a^p+i unabhämjige Grösse sein,

die wir also durch ein specielles Werthesystem derselben bestimmen

können.
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Wir wählen zu diesem Zwecke das Polynom

ms) = ß^p+i—
1^

dessen Lösungen, wenn a eine primitive Wurzel bedeutet, durch

«", a\ a"^, . . . a^p

dargestellt werden, und es werden dann die einzelnen in der oben
behandelten Determinante I) enthaltenen Integrale von der Form sein

«'•+1

worin r und s eine der Zahlen 0, ] , 2,...2p — l bedeuten.
Da aber, wenn

Z ^= a"" X und x = ay
gesetzt wird,

— «'•(«+1) /-
JVz'p+'-i Jy^'p+'^i Jj/co^+r:r\ "" /i/^+Ttt«' 1

ü

1 1

-I) C-jl^iL^ _ ^.(.+1) r xyx^= a('-+i)(^+i)/_^^:

.«'•(s+l) (a^+i _ 1) / x^dx

j/x^P+'-l

wird, so geht die Determinante der zwischen den einzelnen Ver-
zweigungspunkten genommenen Integrale in

(17) z/=
r «2 ß,2(2i>-l)

1 a'^ a"

1 a^P a^p ... a^Pi'^p-i)

1

0,1, 2, ..2p—

1

* Über.

Nun ist die Determinante bekanntlich die Quadratwurzel aus der
Discriminante der Gleichung

X^P+^~l
(18) x—i = x^i' + ^2i.-i _| ^ ^ _|_ 1 == 0;

wenn man daher das Product der Quadrate der Differenzen aller
Lösungen der Gleichung

a;2/>+i _ 1 =
durch den bekannten Ausdruck in den Potenzsummen darstellt, für
welche
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Sk = 0, S(2p+l)r = 2p + 1

ist, so ergiebt sich für dasselbe unmittelbar der Werth

und wenn dieses durch das Quadrat des aus (18) hervorgehenden

Ausdruckes ^ ^ ., , -,

(l_a) (l-a2) . . . {l— a'P) = 2p-\-\

dividirt wird, so folgt als Werth jener Determinante

Um ferner das Product

0,1,... 2p—

1

zu ermitteln, kann man, um eine Anwendung der oben entwickelten

Beziehungen zu geben, die sich genau ebenso für viele andere Inte-

grale und ähnliche Untersuchungen durchführen lässt, unmittelbar

von der früher entwickelten Periodenrelation zwischen beliebigen zu

derselben Irrationalität gehörigen hyperelliptischen Integralen erster

und zweiter Gattung, in der dort gewählten, von der gegenwärtigen

verschiedenen Bezeichnungsweise derselben,

Gebrauch machen, indem -sich, wie oben gezeigt worden, jedes

zwischen zwei Verzweigungspunkten ausgedehnte Integral auf das

Integral zwischen den Grenzen und 1 zurückführen lässt; zur Ver-

einfachung der Rechnung wählen wir

a = ß = p — s— i,

in welchem Falle, nach der oben gegebenen Bestimmung der Grössen

M und P', sich

1

ergiebt. Beachtet man, dass dann nach der Definition der Integrale

erster und zweiter Gattung und mit Berücksichtigung der Beziehung (16]

7(«)_ o T ^^' 2r-^^' 2/-.^i4=

'„2f—

1

a2v+l a-P ^

+«{2p- l)(,.i+ in f _f!j-'^ ^-
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«2r-2

ebenso

1

J Vx'P+''- 1

1

i;J;'>=_2a(2r-2)(2p-.)('^2jö-._x^ r a;^^- 'dg

wird, so folgt aus der obigen Periodenrelation , wenn ausserdem das
Product nach dem Index s über die Zahlen 0, 1, 2, . . .p-1 genom-
men wird,

X

{i7ifV2p+l

welche Beziehung auch direct durch einfache Integralbetrachtungen
hergeleitet werden kann, und daher für die Determinante der zwischen
den Verzweigungswerthen genommenen Integrale nach Gleichuno- H 7)
der Werth " ^ ^

IL

1-3- •(2p— l)>

oder endlich für die oben zu Grunde gelegte Determinante aus den
Periodicitätsmoduln der zu einer beliebigen Irrationalität gehörigen
hyperelliptischen Integrale erster und zweiter Gattung der Ausdruck

p

I) = l-zilZ 2^^
l-3--2i9— 1



Sechste Vorlesung.

Das Abel'sche Theorem.

Nachdem die Relationen untersucht worden, welche zwischen

den Periodicifätsmoduln verschiedener, zu derselben Riemann'schen

Fläche gehöriger hyperelliptischer Integrale bestehen, gehen wir zu

den Beziehungen zwischen allgemeinen hyperelliptischen Integralen

über und besprechen zuerst den Satz von der Addition gleichartiger

Integrale oder das AI eVsehe Theorem in einer Form, wie wir dasselbe

späteren Untersuchungen zu Grunde legen.

Sei JR(0) ein Polynom 2;^ + 1^^" Grades in 8, und werde die

Gleichung

(1)
s2_i?(.^) =

mit einer beliebigen andern algebraischen Gleichung zwischen s und s

(2) .... " /"(S; ^) ==

zusammengestellt, so wird die letztere, wenn immer nur die Punkte

s aufgefasst werden, welche (1) und (2) gemeinsame s-Werthe

ertheilen, auf die Form

(3) • • 2S — p =
gebracht werden können, in welcher _p und q ganze Functionen von

z sind, weil alle höheren Potenzen von s als die erste vermöge der

Gleichung (1) fortgeschafft werden können; es werden die gemein-

samen 0-Werthe der Eliminationsgleichung von (1) und (3), d. h.

der Gleichung

(4)
p''--q^B{z) =

genügen, und die entsprechenden s-Werthe sodann durch den Ausdruck

(5) '-\
eindeutig bestimmt sein.

Wird der Grad von p mit m bezeichnet, so werden sich 2m

Lösungen der Gleichung (4) ergeben

wenn wir annehmen, dass der Grad von p- nicht kleiner als der von

q^B{ß), d. h. q höchstens vom m — p— l^*"" Grade ist. Sei ferner

eine zweite Gleichung zwischen s und z
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(6) "•
• • • A(5,^) = 0,

welche wieder, wenn nur der Gleichung (6) und (1) zu^rleich an-
gehörige ^- und 5-Werthe in Betracht kommen, in die Form
C^) ' .

. . q^s — pi =0
gebracht werden kann, und mit (1) verbunden die der Gleichung

W 2h-'~q,2E{s) =
augehörigen is Werthe

liefert, wenn wiederum der Grad von ^, der m"^ und der von qhöchstens der m-p—V^ sein soll, während die zugehörigen s Werthö
durch den Ausdruck

2i

bestimmt sind. Bildet man endlich die Gleichuno-

und fasst die mit der Gleichung (1) gemeinsamen Lösungen dieser
Gleichung auf, so sind diese die Wurzeln der Gleichung

(11) .... (^+A|),)2_(^-^/^J22^(^)_Q^
und man sieht unmittelbar, dass für A = die von dem Parameter
A abhängigen ^-Werthe in ^,, ,^, . . . ,,^, für A = oo in ,;, .^ . . .

^,;„
übergehen, während für eine continuirliche Reihe von A-Werthen
die von A = bis A = oo führen, die ^-Werthe stetig von dem einen
System in das andere übergehen werden, und die zugehörigen s-Werthe
nach (9) durch den Ausdruck

(12) . . s= P+ ^Pi

bestimmt sind
,
also auch an den Gränzen mit den durch (5) und (9)

gegebenen übereinstimmen. Setzt mau nun der Kürze halber

(13)^ • • (i' +Ai>,y- (q-h^q,yil {0)= ^ (^)= Ai,- e,) {,- ^,) . . . (^_ e,,„)

,

worin 2;,, ^.^, ...
^^„^ von dem Parameter A abhängige Grössen be-

deuten
,
so wird sich durch Differentiation der Gleichung (13) nach A

(14) .... 2(^-f Ap,)29, -2(g+ A^,)g^Jj;(^)

1^' ^^^2 ^^2™ dA

oder

gj
I

''•'
I

,
dl , 7i"

r i^ J^2,n _dA^
.

=*(^)| ". +--+-s,!&+ ^j
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ergeben. Da aber nach (13)

(g+Ag,)2i2(^) = {p-^-HhY- t{^)

ist, so geht (15) in

,/^ dl .

I

dX dX_\
= ^(^) j-T^iiT- + • • • + XFF + —̂

j

oder in

g+;i2, ^^^* ^^^^^
2+ ^31

, d^ dj^m dA

über, so dass, wenn ^ = ^a gesetzt, die zugehörigen Werthe von

bezeichnet werden, ausserdem berücksichtigt wird, dass nach (11)

ist, und endlich mit F(^„), welches vom p— It^" Grade sein soll,

multiplicirt wird, sich

dta

(1^) • • • "m^ =^^^^"^
"^'X)

ergiebt. Nimmt man nun über beide Seiten der Gleichung die

Summe nach « für « = 1,2, • • • 2m, so folgt

und wenn man berücksichtigt, dass 1/^(0) vom 2»w^*^" Grade, ^(0) vom

m^«", 2*^) höchstens vom m—i?— T^", F{z) vom _p— 1^"=" Grade ist,

so wird

höchstens vom 2w— 2"=" Grade, und daher nach einem bekannten

Satze

2" wiü
^^'

sein. Es wird somit

Königsbei'ger, hypereUipt. Integr. "
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2? vm:

und daher, wenn mit dk multiplicirt und zwischen den Gränzen oo

und für l integrirt wird^

2m

2 dl^ dX =
00

oder nach den oben gemachten Auseinandersetzungen

(19) 2J^
{z)dz

VBiz)
=

worin der Integrationsweg durch den für A von bis oo beliebig ge-

wählten Weg und die von A abhängigen Functionalausdrücke von

^1 ) ^2 5
' • ^2m bestimmt ist, während die zu jedem ^ gehörigen

Werthe von j/B{t) durch die Gleichung (16) einander zugeordnet

sind; wir finden also, dass die Summe von 2m gleichartigen Integralen

erster Gattung, deren obere Gränzen der Gleichung

deren untere Gränzen

pC--qx'B{z)^0
genügen, worin p und p^ heliehige Functionen vom m**"^, q und q^ be-

liebige Functionen höchstens vom m—p — V''^ Grade sind, und deren In-

tegrationswege in der oben bestimmten Weise ermittelt werden, den

Werth Null hat.

Gehen wir wieder zur Gleichung (17) zurück, welche durch Weg-
lassung des Factors F{^a) in

dl ^ 2(j9(gJgt(gJ - qiUPiiU)

übergeht, um aus derselben das Additionstheorem für die Jntegrale

dritter Gattung abzuleiten, welche in den Punkten Cj und c^ und
zwar auf je einem Blatte logarithmisch unendlich werden, und multi-

pliciren dieselbe mit

g.Jg(c ,)^'

(Ci-Ca)(^„-Ci) >

SO ergiebt sich

^xB[Ci? di~

{Cl-Ci){ta— Ci «)

2f^.R(c.)^(p(g,)g,(y - qiUPiitg))

V(U(c,-C3)(2:„-Ci)
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und ebenso
du
dl 2B,B{c^)^{piiJq^{t^) - qiUPiiU)

SO dass, wenn man die Summe der beiden letzten Gleichungen um

dl

(^«-Ct)(?«-C2)

vermehrt, das Resultat mit einer willkürliehen Constanten M multi-

plicirt und zu beiden Seiten

Fit )
^^"

hinzuaddirt, worin N wieder eine willkürliche Constaute und F{t,u)

eine Function/) — !"'" Grades bedeutet, aus der über « von 1 bis

2m genommenen Summation die Gleichung hervorgeht

(20)

+

sm

2 J

dta

M{ -^-i

f. _(,— {la — ^iJ + "TTZT— (ia— '^i) r/J„ .

dX '

''

l
FiU äta

(&«-C|)(^a-C2)^-R(U

dl

2M,iM{c^)^ ^ piU^iiU-PiiUfliU

1

Ca — Ci

dta

Die rechte Seite dieser Gleichung lässt sich aber noch weiter

vereinfachen. Denn, wenn man die Function

j>(g)gi(g) — P<(g) g (g)

in Partialbrüche zerlegt, so ergiebt sich

und daher

^-?a
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'^'iU ta-C,'
\ ) i;^^ ~ ^'

X

und ein ähnlicher Ausdruck, wenn c^ statt c, gesetzt wird.

Ferner ist nach der oben erhaltenen Beziehung

und es geht somit Gleichung (20) mit Berücksichtigung aller dieser

Beziehungen, wenn ausserdem nach A zwischen c» und iutegrirt,

und das in Cj und c^ auf je einem Blatte logarithmisch unendlich

werdende allgemeine Integral dritter Gattung zwischen den Grannen

^a und 0a genommen mit

r"
Jdn{0, c,, Cj)

bezeichnet wird, in die folgende über:

'a
CO -

__ 2Ms2BiCi)'^
I

p{c^)q^{Ci)—p^[Ci^ q{Ci) ^

^

I

Ci —CiJ V'iCs)

'

7: ; ! »
!

• dt^

^ CO

Nun ist aber

I
(U 1 / dl 1__ / dl

= log

dl

also

d^

dX 1 r ^„-c, f'' 1 , (^„-Ci)«-C2)

und

Ci - Ca L Ci—C. ^^ (^a— C2)(2'— C,)

2m /* -p^dX
(23) jf n:: / T^—-^ r

CO '

^ ^
,

J
(gj— Ci) (^^2— Ci) • • • (22„— Ci) (Zt— Ca) (^2— Ca) • • • (^2»^— Cg) 1

~~
c, - Cj ^^

j (^, - C2)~(^2— C2) • • • (Ä'aw— Ca)(«i'-c,)(2;a'-Ci) • • • (^2»— <^i)
J

'
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Ferner ist, wie unmittelbar zu sehen,

t

_ 1 d JP(e ) -\-XPi (c) — (g (c) + Xq^{c))s VbIc)
^—

''c^ZZ7^ Tl ^^° 7(^)+^.(c) + ('7(c) + A?i(c))fKJt;(c) '

oder da
^(c) = (2)(c) + Xp, (c)y-- (g(c) + Xq,{c)-fB{c)

_2Mf,BJc,)^ /'j)(Ci)gi(C|)-:Pi(c,)g(ci) ^^^
• * ~

c, — Ca ^ V(ci)
00

_ M r, ^ p (c,) + ipiici) — (qiCi) + J-qdCi)) fi ^-«1^1 Y
- "^;3^ L

"^^
p(c,)V^i>i(c.) + (2(c,)+ ^21(^1)) «iKBic.) J^

Cj — C2

2iM'f2Ä (CaP^ /J)
(C2) g, (C2I - i),JC2^gjC2)_ ^ ^

(25) .... g^_g^ ^y i/»(C2)

__ M , ^ J_P (C2^ - g(C2)£2K^ )̂_ ,
J>l(C2] + «J

(C2) SaT^c^l^ 1
^~ "^2^=^ °°

I i)(C2) + «(Cj) «2 VBiCiJ Px (Cj) - 2t (Cj) Bll/RiCi) J
'

so dass vermöge der Gleichungen (23), (24), (25) die Gleichung (22) in

.. , ,,, , 2 m /-»

(26) 2 /^^(^'^i'^2)

"~ q - Ca ^^
I j) (c,) + g (ci) f , VWi) P (C2) - 2 (c.) £2 Ki?{c2)

j>i(ci) + gi(ci) SiVBiCj) ^p^2l^2i (CglfiKRjc^X
PiCCi) - gi(ci)f, VMJc^) Pi(C2)+ 2i(Ct)£2 r-B(c2)

(g,-Ci) (^;-Ci) • • • (^?2m-gl) (%^CiT«-C2) • • • (^m-gg) 1

[Z^— Ct)(Zg— C2) • (5^2m-^2' (^l'-Ci) (^2'-Ci) • • • (^2,/*-^^«)
J

Übergeht, worin £, und s^ die positive oder negative Einheit be-

deuten, oder, weil nach (4) und (8)

p(c,)^-2(ci)'^(ci)'
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(27) 2 /^^(^^^0^2)

Ci - C2 1 p (Ca) - 2(c,) f2 YB{c^) '

p^ (c.) _ 2,(c,) f^ KB(Ci) |
'

und es ist somit die Summe von 2m gleichartigen Integralen dritter
Gattung, deren untere und ohere Grämen Lösungen der Gleichungen

sind, durch einen Logarithmus ausgedrückt, dessen Argument aus den
Functionen p{z), p,{z), q{^), q,{z), yB(z) für die Punkte c, und c^

rational zusammengesetzt ist.

Um nun die entsprechende Gleichung für die Integrale zweiter
Gattung herzuleiten, bemerke man, dass man aus der Gleichung
(27) für die Hauptiutegrale dritter Gattung, die sich nach dem obigen
dadurch ergeben, dass man

2

setzt, die Beziehung erhält

(28) y. / dH(s, c, , c,)= log J
^''^*^ ~ g^^'^^' K^.Pi(c2)~q,i(=2)^2yRi^)\

und dass jedes im Punkte c^ algebraisch von der ersten Ordnuno- auf

einem Blatte, Avie j-_— unendlich werdende hyperelliptische Integral

zweiter Gattung sich in der Form darstellen lässt

wenn J{2) ein Integral erster Gattung bedeutet. Daraus folgt aber, da

^-J
dJ{0) =

ist, für die zwischen den Gränzen ^«' und z^ genommenen allgemeinen
Integrale zweiter Gattung

(29) . -2 / ^<^-^'(^; Ci) = - üf ' -1_ log (_P(^^q(c,) ^iV^i^i) \

und daher die Summe dieser gleichartigen 2m hgperelliptischen In-
tegrale zweiter Gattung, deren untere und ohere Grämen Lösungen
der Gleichungen

p'-qU{(z) = 0, p^^-q-^U{z) =
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sind, rational susammcngeseUt aus den Fundionen p{z), q{ß), p^{z),

q_i{z), yjR{z) und deren erster Ableitung für den Punkt c^.

Da ferner früher gezeigt worden, dass man durch Differentiation

des Integrals zweiter Gattung nach dem Parameter c^ ein hyperelliptisches

Integral erhält, welches in Cj von der zweiten Ordnung algebraisch

unendlich wird, so wird für eine Reihe gleichartiger Integrale

^j(^, Cj), welche in ;2; = c, wie

M^'

unendlich werden, nach (29) die Beziehung bestehen

(30) . 2J ^^E, (., ..) =—- ^^ log |-^-yz,.^)-^-^(^|

'

schliesst man so fort, so wird sich für hyperelliptischc Integrale,

welche in = c^ algebraisch von der l*''' Ordnung unendlich werden wie

die Gleichung ergeben

stellt man diese Resultate zusammen, so folgt unmittelbar, dass,

wenn ein hyperelliptiscJies Integral J{z,c^,a) in = c, unendlich

wird wie

A, log(0-cO + B,{s-c,)-' + C,{z-c;r'-V- • • + M,{z-c,)-^"^

und in z = a wie
— Ai\og{0—a),

nach den vorher aufgestellten Gleichungen mit Berücksichtigung der

verschwindenden Summe der Integrale erster Gattung, das Abel'sche

Theorem für 2m gleichartige Integrale folgendermassen lautet:

(32)2rj(
dJ{^, c,, a) ^A, log ||_--^-^-^,== ._^^^^^^^^^

Z(X.

1-2 (ic,^ • ^\l>i(Ci)-2i(c,)fiFi?(c,) J

M, öT^
j f p{c,)-(i{Cy)B^ yB[^\

1.2---(m,-l) dci"" ^1 P,(c,)-2i(c,)£i?/i2(ci) J

Bezeichnet man nunmehr mit J{z, c^, c^, . . . Cv) ein hyperelHp-

tisches Integral, welches in c^ unendlich wird wie
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Ä, log i^-c,) + B^(^-c^)-^ + C,i^-c,)-^ -!-••• + ilf,(^-c,)—

s

in Cj wie

^2 log i^-c,) + B,{z-c,y^ + c,{^-c,y^ + • • . + jf2(^-c2)-"s
u. s. w., endlich in Cv wie

Ä, log (^- C.) + B, {Z- C.)-^ + a (^- C.)-2 + . . . 4- Jf„ (^ _ c.)—
r,

so wird sich die Summe von 2m solchen gleichartigen hyperelhptischen
Integralen, deren obere Gränzen die Lösungen ^j, ^j; •••^2« der
Gleichung

und deren untere Gränzen 0/, s^, . . . zL, die Lösungen der Gleichung

sind, worin ^ und p, beliebige ganze Polynome m*«" Grades, ^ und
^1 beliebige ganze Polynome höchstens vom m—2?— It^n Grade sind
nach den früheren Auseinandersetzungen in der folgenden Form darstellen

a)+.

z:.

+ ^" / dJ{z,Cv,a),

z'

wenn « ein willkürlich gewählter Punkt ist, und J{z, c^, a) ein
Integral bedeutet, welches in c^ unendlich wird wie

A log i^-c,) + B,{z~c^)-^ + C,{z-c^)-^ + • • • + M,(^-c^)—

,

und in ^ == a wie
— A^ log (z—a).

Wendet man nun die in Gleichung (32) gefundene Beziehung
auf die einzelnen Integrale an, so ergiebt sich die folgende Form
des AbeTschen Theorems:

z.

'2m r*
yi

(33) . V« äJiz,c,.e,,,..c.)= yiA,log JZ^V^^iV^J^V l

. _yA^ log (Z^eh:^?l^?i:^Z 1



Das Abel'sche Theorem. , 89

wobei zu beachten, dass der Werth der zu den einzelnen ^-Werthen

gehörigen Irrationalität durch die Gleichung

fest bestimmt ist.

Für den Fall, dass die betrachteten Integrale in den Verzweiguugs-

punkten unendlich werden, sieht man, dass mit Hülfe der in der

dritten Vorlesung aufgestellten Normalformen solcher Integrale die

Resultate nur geringe Modificationen erleiden.

Die vorher gewonnenen Resultate lassen sich nun aber noch in

anderer Form aussprechen; wählt man nämlich 2m — p Werthe

^1, ^2, ... ^2m—

p

als obere Gränzen und

als untere Gränzen beliebig, und bestimmt die Constanten des Aus-

druckes

deren Anzahl, wenn p {s) vom m"'" und q {z) vom m — jj — 1 '*'" Grade

ist, von der multiplicatorischen Constanten abgesehen 2m

—

p ist,

so, dass

p{^)-q{^)VW) = ^

wird für z = z^, s^, - • • Z2ra-p, und ]/B{z) für jeden dieser Werthe

ein beliebiges, aber fest bestimmtes Zeichen hat, ebenso p^{z) und

qx{2) so, dass

p,{z)-q,{z)VW) = ^

ist für z = 8{ , ^2', • • • ^2m-p} wiederum mit beliebiger, aber fester

Zuordnung des Wurzelwerthes, so werden die Gleichungen ÄVxv'n*

p{zy — q{zyRiz)=^o
und *

ausser jenen 2m — p Grössen noch p Wurzeln

^2m—p+ l) ' • • ^2m} rCSp. ^2m— jo+ l> • • • ^2w

haben, und wenn den Bestimmungsgleichungen gemäss

(a) . .y Ü^Ztm-p-^a) = ^, -7, yii{Z2m-p+a) =
J^

' ;-y

gesetzt wird, so werden für diese 2m Werthepaare von z und / mit

den zugehörigen Wurzelwerthen j/B{z) die oben für die hyperellip-

tischen Integrale gefundenen Relationen statthaben, d. h. es werden

sich jene 2 m — p gegebenen Integrale zn p hyperelliptischen Inte-

gralen zusammenfassen lassen von algebraisch-logarithmischen Theilen
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abgesehen; bemerkt man nun, dass sich die Coefficienteu als Un-
bekannte linearer Gleichungen rational aus den Werthen

zusammensetzen werden, und dass, wenn in den Gleichungen

P {^y-ü i/f B{Z)= C (>— Z^){S -- ^2) • . (^- ^2 m-p) {S ^ Ztrn-p+i) • . (^^ ^2 m)

die linken Seiten derselben durch

(^— ^1) (^-%) • . . (^— ^2m-/0 resp. (^ — ^1') (^ — ^2') • • • i^—^ln-p)

dividirt werden, sich

{s;— 02,n-p+l) • • {2— 02m) = ^^ + P^ 0P-^ -{ ^ P^ =
{ß— 02,n-p+l) • • • {Z—^2m) = 2^ + 'F{0P-^ -\ [- P; =

ergiebt, worin vermöge eben dieser Eigenschaft der Coefficienten von

j){z) und (j[{z), pi{g) und g,(^) auch die Grössen

P P P
P' P' P'X

, ,
X 2 j . . . J-p

rational aus

resp.

0,', ^2'; • . • Sim-p, Vlt{z{), yWM, . . . y'R{ß2m-p)

zusammengesetzt sind, so folgt, dass sich 2m — p gleichartige hypcr-

cUiptische Integrale m p eben solchen Integralen vereinigen lassen,

deren Gränzen Lösungen von Gleichungen p^^"^ Grades sind, deren

Coefficienten rational aus den eben bezeichneten Grössen zusammen-
gesetzt sind, und deren Irrationalitäten durch die Gleichungen (a)

bestimmt werden, welche dieselben mit Hülfe der willkürlich angenom-

menen Grunzen und Irrationalitäten rational durch die entsprechende

Gränze ausdrücJcen.

Ist p eine ungrade Zahl, so sieht man, dass jede ungrade Anzahl

von Integralen auf die feste Zahl von p solchen zurückgeführt werden

kann, und istp grade, so gilt dasselbe für jede grade Anzahl von Inte-

gralen; ist jedoch p ungrade oder grade, und es soll gezeigt werden,

dass auch jede grade oder ungrade Anzahl von Integralen auf die

feste Zahl von p solchen reducirt werden kann , so braucht man nur

ein neues Integral zu jener gegebenen graden oder ungraden Anzahl

von Integralen hinzuzunehmen, dessen obere und untere Gränze

derselbe im Endlichen gelegene Verzweigungspunkt von yil{z) ist

z. B. a, ; dann wird einerseits das betreffende Integral wegen der

Gleichheit der oberen und. unteren Gränze herausfallen, andererseits
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z — «1 ein Factor von p(^) sein müssen, weil er in jR(^) aufgeht,

und somit die obigen Gleichungen, wenn

gesetzt wird, in

Übergehen, so dass die weiteren oben gemachten Schlüsse dieselben

bleiben, und der Satz daher bestehen bleibt.

Die oben ausgeführte Bestimmung der Coefficienten von p{0)

und q(0) bleibt jedoch nur so lange möglich, als die Grössen

^l, S~i, . . . Zim-p, resp. 0/, ^2', . . . Z2m-p

unter einander verschieden waren, da nur dann so viel verschiedene

lineare Gleichungen sich ergeben, als unbestimmte Coefficienten in

p{s) und C[{z) eintreten. Sind jedoch yi^ der ^-Grössen gleich s^, ^2

gleich 02) • ' • t^r gleich 0;., so dass

!f*i + ^2 H \- ^r = 2m — p,

ebenso fi^ der /-Grössen gleich z^, ^2 gleich 02) • • • f*/ gleich 5;/

(wobei wir voraussetzen wollen, dass keiner der vielfachen ^^-Werthe

ein Nullwerth des Polynoms B{s) ist), so dass auch

^1' + ^2' H h ^/ ==2m — p
ist, so kann man entweder nach der in der ersten Vorlesung an-

gegebenen Methode verfahren oder auch in folgender Weise: man
bestimme eine ganze Function f{z) vom 2m -^ 2^ — 1'^''"" Gri'ade so,

dass für

= 0^, = 02) • . • = 0r

die Function sowohl als ihre

i^j — 1^ f*2 — 1; • • • f*/-— 1

ersten Ableitungen dieselben Werthe haben als für eben diese Argu-

mente die Function j/B(2) und die eben so hohen Ableitungen dieser

Grösse. Diese Aufgabe ist vollständig bestimmt, da der Werth von

]/Il{0) also auch der aller Ableitungen für jene Specialwerthe als

fest gegeben vorausgesetzt wird, und die Function f{z)2m — p Con-

stauten besitzt, welche sich durch die vermöge der Identificirung

jeuer Functionalwerthe und ihrer Ableitungen sich ergebenden

i^x
-\- H + ' • ' -\- i^r = 2m — p

Gleichungen, welche linear in jenen 2m — p Constanten sind, ein-

deutig bestimmen lassen. Ist nun jene Function ({b) gefunden, wobei

wieder zu bemerken, dass die Coefficienten derselben rational aus
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zusammengesetzt sind, so wird die Function

[f{z) - ywffi [f{^) + VW)] = f{^f - H^)
durch

(^- ^if ' (^ - ^2)^^ . . . (^ - ^rfr _ ^ (^)

theiibar sein, und sich somit

(34) /(^)2_jR(^) = T^(0)|/,^(^)

ergeben. Ist nun p{2) eine Function w^<=" und q{z) eine Function

>w — p — l'<=" Grades, die zusammen 2m — p -\- \ Constanten haben,

so wird man die Function

so bestimmen können, dass dieselbe für z == 0^ nebst ihren /i*j — 1

ersten Ableituugen, für = z., nebst ihren \x,c^ — 1 ersten Ableitungen,

endlich für z= Zr mit ihren ^r — 1 ersten Ableitungen verschwindet,

welche Bestimmung wieder 2w — ^Gleichungen liefert, deren rechte

Seiten Null sind, so dass wieder von der multiplicatorischen Con-
stanten abgesehen die Functionen ^(0) und g(^) vollständig bestimmt

sind, und

(35) -^. ^ ,., .. . jg{z) - giß) f{ß) = i\,{z) i,^{z)

[p(^)-^(^)A^)] [p(^)+2(^)A^'J] = ^{^^,{^
oder

i)(^)2-2(^)V(^)=^ = ^(^)^3(^)

wird, welche Gleichung vermöge (34) in

(36) ^{.^Y-q.{p?^{p) = i>{^%{^)

übergeht, worin liß) eine ganze Function von z bedeutet; da aber

T^{zf von 2w'«", g(0)2 B,{z) vom 2m— 2p — 2 + 22? + 1 = 2m — 1'""

Grade ist, so folgt, dass %{z) vom p'«" Grade sein wird, und es wird

daher, wenn
X{Z) == C{Z— 02m-p+l) . . . {3— 02 m)

gesetzt wird, die Gleichung (36) in

(31) p{0y-q{0yB{0)= C{0-z,T:{z-Zrr'-{0~z,m^P+x)..{z-z,m)

übergehen. Ausserdem war aber

f{0^) = VWä)
und

d. h. es wird

(30)
• •. ^^^=f{SI' -i

ebenso wird man eine Function m''=" Grades p^{z) und eine Function

m—p — 1^'=" Grades q^iz) bestimmen können, welche den Gleichungen
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(39) ....... P,W-q,{^yB{0)

uud

genügen, und dies sind wieder die hinreichenden Bedingungen für

das Bestehen der Integralrelationen, so dass sich ebenfalls die 2m —p
Integrale mit zum Theil gleichen oberen und unteren Gränzen von

einem algebraisch-logarithmischen Theile abgesehen zu p neuen gleich-

artigen Integralen zusammensetzen, deren Gränzen wiederum Lösun-

o-en einer Gleichung p^*^" Grades sind, deren Coefficienten rational

aus den gegebenen Gränzen und Irrationalitäten zusammengesetzt

sind, während ihre Irrationalitäten von eben diesen Grössen und

den zugehörigen Gränzen rational abhängen; es ist zu bemerken,

dass der hinzukommende algebraische Theil, wie früher allgemein

gezeigt worden, eine rationale Function der Gränzen und Irrationali-

täten der gegebenen 2m — p Integrale ist, und der Logarithmus

als Argument eine ebensolche Function enthält.

liVV )i:Uliti"'!i i'lin
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Das allgemeine Transformationsproblem der hyperelliptischen

Integrale.

Nachdem wir erwiesen haben, dass einer additiven Verbindung
gleichartiger hyperelliptischer Integrale eine algebraische Beziehung
zwischen den oberen Gränzen dieser Integrale entsprechen kann,
wollen wir unsere Betrachtung auf die allgemeinsten algebraischen
Beziehungen ausdehnen , welche zwischen hyperelliptischen Integralen

überhaupt bestehen können , sie mögen gleichartig oder ungleichartig
sein d. h. zu derselben oder zu verschiedenen Irrationalitäten gehören,
wenn auch zwischen den Gränzen dieser Integrale algebraische Be-
ziehungen stattfinden sollen.

Sei

(a) F{J,, J2, J3,... /„) =
irgend ein algebraischer Zusammenhang zwischen einer Reihe im
Allgemeinen verschiedenartiger hyperelliptischer Integrale, deren
Gränzen ^j , z^, %, • . . auch wieder algebraisch mit einander ver-

bunden sein mögen, und nehmen wir an, dass nicht schon zwischen
weniger als n jener Integrale ein algebraischer Zusammenhang mit
ebenfalls algebraisch unter einander verbundenen Grän/en bestehe,

da wir mn^i diesen Zusammenhang der weiteren Untersuchung zur
Aufstellung der allgemeinsten Form eines solchen zu Grunde legen
würden.

Greifen wir zwei jener in (a) vorkommenden Integrale Ja und
Jß heraus und bezeichnen eben jene Relation kurz durch

W Ja = Cpi^i, Jß),

wobei in (p alle andern Integrale enthalten, nur nicht explicite an-

gegeben sind, und s^ eine der in der Relation als unabhängige
Variable vorkommenden Gränzen bedeutet, dann folgt durch Differen-

tiation nach z^

^ ' ' ' ' ' dzi dzi
"1 dJß dZi '

worin sich die erste Differentiation der qo-Function auf alle von ^,

abhängigen Grössen ausser J^ bezieht; bemerkt man nun, dass

dZi dZi

nach der Natur der hyperelliptischen Integrale und in Folge der
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Annahme, dass die Gränzen in algebraischem Zusammenhange stehen

sollen, algebraische Functionen der unabhängigen Veränderlichen

sind, während auf der rechten Seite der Gleichung (c) im Allgemeinen

sämmtliche Integrale mit Ausnahme von J« vorkommen, so muss

man, weil angenommen wurde, dass ein algebraischer Zusammenhang

zwischen wenigej als n jener Integrale nicht bestehe, schliessen,

dass die Beziehung (c) für jeden beliebigen Werth von Jß existirt,

weil sie eine in allen diesen Integralen identische Gleichung dar-

stellen muss. Setzt man sodann, was hiernach gestattet ist, in diese.

Gleichung
Jß -\- ^ statt Jß,

worin fi eine Constante bedeutet, so folgt

und daher durch Vergleichung von (c) mit (d), da (b) das Integral

von (c) war, als Integral der Gleichung (d)

(e) Ja + m = gj (^, , J"^ + ^)

,

worin m eine Constante und zugleich bestimmte Function von ^ ist;

es wird somit, wenn zur Abkürzung

(p{^i, Jß) = tp{Jß)

gesetzt wird,

(f) i/'(J'^ + ft) = ^W + w*

sein müssen für jeden Werth von Jß und für jeden Werth von ft

mit dem zugehörigen Werthe von m.

Um zuerst die Art der Abhängigkeit von m und ^ festzustellen,

setzen wir Jß = und erhalten

m = ^{{l) — t^(0),

so dass (f) in

Übergeht; differentiirt man diese Gleichung nach Jß und fx, so folgt

^'{Jß-\-l^) = ^'{Jß)

^'{Jß+ ^) = t'il^),

und daher
^'(J/s) = t/;'(fi) d. h. i^'{Jß) = c,

worin c von ^j und den andern Integralen, aber nicht von Jß ab-

hängen kann, man findet somit

t{Jß) = cJß -\- c^,

d. h. i;{Jß) ist in Bezug auf Jß linear. Setzen wir diesen Werth

in die Gleichung (f) ein, so folgt

c(Jß-\-^) + Ci = cJß + c, + m
oder •

cii = m,

d. h. es ist c eine Constante, und
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es wird daher die allgemeinste Form jener algebraischen

Besiehung eine lineare Function der Integrale

sein, deren Coefficienten constante, von der Variahein Zy

unabhängige Grössen sind, vermehrt um eine Grösse u,

welche von den Integralen frei ist, aber ^on der Variabein
•

' '- Zi (und also auch von den von dieser algebraisch abhängigen
Gränzen der verschiedenen Integrale) algebraisch abhängen
wird, und welche also die Gestalt hat

Wir gehen nunmehr auf eine weitere Untersuchung dieser all-

gemeinen linearen Beziehung zwischen hyperelliptischen Integralen
ein und sondern in dieser noch diejenigen Integrale aus, welche auf
die logarithmische Transcendente führen, so dass das niedrigste, in
der Relation vorkommende Integral das elliptische sein wird.

Setzen wir

^S^^ (^) = (^- 4") («- «f) • • • (^- 4^.) ,

und verstehen unter

F(z, i/R{ß))

eine rationale Function von z und j/Riz), so sei die zwischen den
hyperelliptischen Integralen bestehende Relation

+f'' Ff\,y B^^(,))d,
+f'" Ff^{,y'^^^))d, +

(r)

+/'' Fri^y i^:^{z))dz

= U-j- Äy log y, + ^2 log ^2 H f- A log Vr,
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worin
U, V^, V.^, . . . Vy

algebraische Functionen von

„W Aa) (1) ^6) (1) (r)

und

Constanten bedeuten; wir nehmen an, dass zwischen den ^f-Grossen

so viel algebraische Beziehungen stattfinden, dass nur

„(1) Ja) JX) M (1) Jg)

^2p+l • • ' ^2p+l ' '^2p-l ' ' ' '^2p-l ' ' • ' '^2p-2h+l ' • • '^2p—2h+l

von einander unabhängig bleiben, und bringen dann die obige

Gleichung auf die Form

(3) . . f^'^'F<'U^y^ö^))^.+-

+J "^'Fr^+X^yK-^M))''^

+

+.J
'""<>_,(-/ «^.(^))<i^

-r'''F»>(«/4'>w)(iÄ----

-/
+ M+ ^, logV, H f-^vlogiV,

Königsberger, hyperoU. Integr.
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worin

«te+D „W Jl) (r)

%-2A+l> • • • V-2Ä+1' • • • ^3 > • • • ^3 ? ^' ^n ^27 • • •
"^'^

algebraische Functionen der oben bezeichneten unabhängigen Va-
riablen sind.

Es ist leicht zu sehen, dass es eine algebraische Function t der

Grössen

/^^ «(«) .W (6) (1) Uj)

'^2p+l} ' • '^2p+l> '^2p-l> ' • '^2p-l> ' ' • ^2p-2h+V • • • ^2p-2h-\-\

giebt, so beschaffen, dass

^(^+1)
_

(^) (1) (r)

. ^ ^ f ^2p-2h+l\^2p-2h+l) i • r ^2p-2h+l{%-2h+l) } ' ' '

rationale Functionen von
/ /

^' ^2^+17 •••V-2Ä+1' /^ ^.2p+l{hp+l) ^ "-y ^%-2A+l (^2p-2A+l)

sind; denn bildet man

V ; "2P-2A+1 '^2p-2/,+l T^ • "T'^2p-2h+1^2p-2h+l

+^'4'+ +4'4'

I ^2p-2A+l r ^\p-2h+l [^2p-2h+l) ^ i^ %-2Ä+l f ^2^,-2/.+! (^2iJ-2A+l)

+&5yj?^^^(4^>) + +?,m/^^

worin die a,b, c, d allgemeine Constanten bedeuten, so kann man
diese Grösse als lineare Function der Lösungen einer algebraischen

Gleichung auffassen, deren Coefficienten rationale Functionen von

\HJ ''2p+l^ "^ip+l^ %-17 • • • %_1 J • • • ^2p-2h+l} • • • ^2p-2h+l

sind, und die man erhält, wenn man alle algebraischen Gleichungen
mit einander multiplicirt, deren Lösungen die Grössen (a) sind, welche
als algebraische Functionen der Grössen (ß) vorausgesetzt wurden.
Bildet man nun eine Reihe anderer linearer Functionen von der Form
(4) , so kann man bekanntlich alle diese rationalen ähnlichen Func-
tionen rational durch

(y)
_g'l) Ja) (1) (b) (,) (^)

ausdrücken, und wenn man somit soviel lineare Ausdrücke herstellt

als die Anzahl der Grössen («) beträgt, so wird man mit Hülfe dieser
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linearen Gleichungen jede einzelne dieser Grössen rational durch

die Grössen (y) ausdrücken können. Man denke sich ferner die

die algebraische Function t defiuirende Gleichung, welche aus der

Form der Grösse t nach (4) bekanntlich durch Permutation aller

Lösungen der oben gebildeten algebraischen Gleichung, deren Lösun-

gen auch die Grössen (a) sind, leicht hergestellt werden kann, in

Factoren zerlegt, deren Coefficienten nicht bloss rational die Grössen

(/3) sondern auch die dazu gehörigen Irrationalitäten

(«) /K'+.(C) . • • •/^C (4tn) -
• • •/K'-.,-»(4%.+,) . • •

•' y ^2p-2h+l {^2p-2h+\)

enthalten dürfen, und den irreductiblen Factor herausgewählt und

gleich Null gesetzt, der t zu einer seiner Lösungen hat,

(5) F=0,
so dass t nicht mehr die Lösung einer Gleichung niederen Grades

sein kann, deren Coefficienten ebenfalls rational aus den Grössen (/3)

und (d) zusammengesetzt sind. Differentiirt mau nunmehr die Glei-

chung (2) total, indem man die Grössen (ß) als unabhängige Variablen

betrachtet, so wird man eine Gleichung von der Form

(6) i'^L <'4'i+,
+

• + ^S+. 'K^.++ p'^U-,M:U+,+
erhalten, in welcher nach dem Obigen die Grössen P als rationale

Functionen der Grössen {y) und (d) betrachtet werden dürfen, und

es wird sich als unmittelbare Folge von (6)

ergeben. Da nun die einzelneu Gleichungen in (7) als Gleichungen
" in t aufgefasst werden dürfen, deren Coefficienten rationale Functionen

der Grössen (/3) und (d) sind, und die Gleichung (5) irreductibel

war, so müssen sämmtliche Lösungen der Gleichung (5), welche wir

,
jetzt mit

•

t^, f2 j . ' • td

bezeichnen wollen, und unter welchen das frühere t mit enthalten ist,

den Gleichungen (7) genügen. Da nun aber aus den Gleichungen (7)

die Beziehung (6) unmittelbar folgt, so wird auch, wenn man die zu

ta gehörigen Werthe der Grössen («) mit

(«) («) (a) {a)

„(9+1) >k) (1) (r)

*2p-2Ä+l' • • •» 2v)-2A+l' • • • ^3 ' • • • ^S '

(f) y jii9+^) Ä+1) ^. 7/7?« Th \ Vn^'^a^h y n^''Us \'^ -"2p-2/<+ll^2i,-2/,+l)v'^ «27>-2Ä+ll%-2/<+ljv'^ -«3 (^3 j '
' ''^ ^3 P(r))'

(«) («) («) (")

7*
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bezeichnet, für diesen neuen Grössencomplex die Gleichung (3) gelten

müssen, und wenn man daher die so entstehenden d Gleichungen

addirt, die Beziehung folgen

2/ '*"""<V. G . /4^,„4.i i'))'^^

1 ,y

Es ist klar, dass

(«)

u = u'

als symmetrische Function von

t^, t^, • . . tj,

deren Coefficienten rationale Functionen der Grössen (ß) sind, sich

rational durch die Coefficienten der Gleichung (5) ausdrücken lässt,

deren Lösungen jene Grössen vorstellen, und dass daher jene Summe
eine rationale Function der Grössen (/3) und (d) sein vv^ird; dasselbe

gilt von der Grösse .

(1) (2) iä)

Va . Va . . . Va = V'a .

Was nun die auf der rechten Seite der obigen Gleichung befind-
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liehen Summen gleichartiger hyperelliptischer Integrale betrifft, so

wollen wir die beiden Fälle unterscheiden, in denen in dem Ausdruck

^ ;>*,__ 5 oder ö <p — s ist. Wenn das erstere der Fall, so lässt

sich die Summe dieser Integrale mittels des Abel'schen Theorems

in die Summe von p — s Integralen verwandeln, deren Grunzen die

Lösungen einer Gleichung vom (_p— s)'«" Grade sind, deren Coefficien-

ten rational und symmetrisch aus den Grössen

4t..+i'""i^^£--+'(C..+.)'

also auch nach dem Obigen rational und symmetrisch aus den Grössen

iß) und ...
zusammengesetzt sind und sich daher vermöge der Gleichung (5)

rational durch die Grössen {ß) und (ö) ausdrücken lassen, während

die zugehörigen Irrationalitäten mit Hülfe dieser Grössen rational mit

den entsprechenden oberen Gränzen zusammenhängen. Ist dagegen

^ <jp _ s^ so kann man jedenfalls die Grössen

als Lösungen einer Gleichung des 5'<=" Grades betrachten, deren

Coefficienten rational und symmetrisch aus den Grössen (ß) und

^,, ^2, . -td zusammengesetzt sind und sich daher wieder rational

durch die Grössen (/3) und (ß) ausdrücken lassen, während

(«) t/ (^)

als ähnliche rationale Functionen der Lösungen der Gleichung (5)

aufgefasst werden können, da jede Vertauschung der ^Lösungen eine

gemeinsame Aenderung der beiden Grössen hervorbringt, und somit

die zweite der beiden Grössen sich mit Hülfe der Grössen {ß) und

((5) rational durch die erste ausdrücken lassen wird. In allen Fällen

also (indem wir die Gleichung niederen Grades als eine höheren

Grades mit verschwindenden Coefficienten betrachten) wird sich je

eine Summe der rechten Seite in eine Summe von p — s gleichartigen

hyperelliptischen Integralen verwandeln lassen, deren Gränzen Lösungen

einer Gleichung (p— sy^" Grades sind, deren Coefficienten rational

aus den Grössen (/3) und (d) zusammengesetzt sind, und deren Irra-

tionalitäten mit Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. Gränzen

rational ausdrückbar sind. Es folgt somit, dass, wenn man die

Gleichung (3) dadurch befriedigen kann, dass die Grössen
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^to+') ^ik) „(1) (r)

algebraische Functionen der Grössen (ß) sind, man die Gleichung

(9) . . . *
{f '*^V<;'^, (.,/4^,w) <?.+••

+

ir/'' -?«"(. yü»(.))^.

+ C^+ i^, log Fl + i?2log F, + .
. + I>',log V„

in welcher die von der Addition der hyperelliiitischen Integrale her-
rührenden algebraisch -logarithmischen Theile mit den u und v ver-
einigt sind, und deren linke Seite das d-fache der linken Seite von (3),
deren rechte Seite dieselben hyperelliptischen Integrale nur für andere
obere Grämen enthält, dadurch muss befriedigen können, dass die zu
je einer Summe gehörigen z-Werthe Lösungen von Gleichungen des
durch die obere Grunze des Summationszeichens gegebenen Grades
sind, deren Coeffieienten rational aus den Grössen (ß) und {d) zusam-
mengesetzt sind, und dass die zugehörigen Irrationalitäten sich mit
Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. z-Werthe rational ausdrücken,
während

U, V„ V„ ... F,-

rationale Functionen eben dieser Grössen sind.

Wir können die Reductiou des Problems jedoch noch weiter
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führen. Zuerst ist nämlich ersichtlich, dass man von den unabhängigen

Variablen

M J«) «(•) g^)

alle mit Ausnahme einer, z. B. 4]!+i
den resp. unteren Gräuzen

gleichsetzen kann, so dass auf der linken Seite der Gleichung (9)

nur ein solches Integral stehen bleibt, und dass umgekehrt, wenn

jedes der links stehenden Integrale sich in der verlangten Weise

transformirt, die Zusammensetzung aller dieser Beziehungen eine

Gleichung von der Form (9) liefern wird, wie aus dem Abel'schen

Theorem hervorgeht, so dass wir die Untersuchung nur auf den Fall

zu beschränken haben, dass

(10) . . . ä/''^'^];+,Gy<>))d^

p— h f.[k)

t'2)t;—

Ü

?/
2/;— 2/i+l

2p-

-?y
'l(t)
S3

(«)
,(r)

+ i7' + B{ log F,' + iV log F; 4- • • • + ^c log T^e

ist, worin die zu je einer Summe gehörigen g-Werthe Lösungen von

Gleichungen des durch die obere Gränze des Summationszeichens

gegebenen Grades sind, deren Coefficienten rational aus den Grössen

4^^. und A<;i,,(C:)

zusammengesetzt sind, und die Irrationalitäten sich mit Hülfe eben

dieser Grössen rational durch die zugehörige ^-Grösse ausdrücken

lassen, während

U', F/, F,', ... Vä

rationale Functionen eben dieser Grössen sind.

Zur weiteren Behandlung des Trausformationsproblems ist es

nöthig, die Eigenschaften solcher Werthereihen näher kennen zu
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lernen , welche wir der Kürze halber, wenn lt\ (?/) ein Polynom
(2(>-}-l)"'" Grades in y bedeutet, mit

2/1, 2/2» ••• 2/cr

V^iy^, ViiTK), • • • VBÄy^)

bezeichnen, und von denen wir voraussetzen, dass die erste dieser

Reihen die Lösungen einer Gleichung des 6^"" Grades vorstellt, deren
Coefficienten rationale Functionen von

/^^ und i/r^'^ (2^'^ \

sind, die wir hier der Kürze halber mit

^1 und YB (äj)

bezeichnen wollen, während die Glieder der zweiten Reihe sich mit
Hülfe eben dieser Grössen durch die resp. ij rational ausdrücken
lassen. Sei jene algebraische Gleichung

in welcher

rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grössen bedeuteu, so

folgt durch Differentiation nach z^, indem man y succesive «/j, 2/2? • • • Vo
gleichsetzt,

dyy = F{y„z„yB{z{))dß^,

(12)

dyo = F(ya,Zi, yR{z{)) dz^,

worin F eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grössen
bedeutet, und in Folge dessen, wenn

«0 + ö^i«/ + 0^22/^ H h cta-iy"-^ = f{y)

gesetzt wird,

f(yi)dyi fiy2)dy2 f\ya)dy„ ^ f^yJ^F^^yw^))
^^^) rB,iyi)~^~yBM~^"'~^ yBdyi;)~ 2j" yB,^) ^'''

Da nun der Vpraussetzuug nach yiij^ sich mit Hülfe der Grössen

Zi und /jR (01 ) rational durch ^<f ausdrücken lässt, so wird die rechte

Seite der Gleichung (13) eine rationale symmetrische Function von

2/1, 2/2; . • • ya

sein und sich somit mit Hülfe von Gleichung (11) rational durch 0,

und yB{z^) ausdrücken lassen, so dass sich
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"^^ ^'

ergiebt, worin

eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grössen bedeutet. Die

Integration der linken Seite wird nur Integrale erster Gattung liefern,

also nie einen unendlich grossen Werth annehmen können, dasselbe

muss also mit der rechten Seite der Fall sein und daher nach der

früher aufgestellten allgemeinen Form des Integrales erster Gattung,

da i2(^i) vom (2j)-f 1)"=" Grade sein sollte, wenn

Ä, + Ä, z, -\-A,z\-\ f- ^-i^r' = F{2,)

gesetzt wird,

fiyddyj f{y2)dy2 f{yjr)dya_ ^F{zj^^

sein, oder durch Specialisirung der Constanten «y, o^, ... üa-i,

dyi ,
dy^ dy„ _ ^o(fi)^fi_

. y^dy^ yjdyj y„dya ^ F,{z,)di

(16) yii,[y7)
"^

ynTiy^) ^^T(S~ ^^(^')

Yitm r^M y^yo) y^'('^^
'

und es ist somit das allgemeine Transformationsproblem auf die Unter-

suchung solcher Gleichungen (11) mrücTcgcführt , vermöge welcher ein

Gleichungssystem von der Form (16) erfüllt wird.

Bevor wir zur Untersuchung des allgemeinen Transformations-

problems zurückkehren, mag die Reduction des Problems noch so

weit geführt werden, wie es wieder in der rationalen Transformations-

theorie aufzunehmen ist. Nehmen wir nämlich an, dass im All-

gemeinen a nicht kleiner als p ist, d. h. dass man es nicht mit

einem hyperelliptischen Integrale zu thun hat, das auf Integrale

niederer Gattung reducirbar ist, so wird man, wie leicht zu sehen,

die Coefficienten a^, «i, . .*. ao-i so bestimmen können, dass F(ß^

successive die Werthe

1, Zu ^1' • • • ^i~^

annimmt, und wenn man die zugehörigen /'-Functionen mit

bezeichnet, so folgt
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ZjdZj ^ fi(yi)drji fiiyzydyz fiiya)dya

(17) vjrW) rKWo "^
yWyi)~~

~^
'' '~fi^yj~

'

^r^dzi ^ fp ^i{yi)dyi fp ^-,{yi)dy^ Jp-^y^y„
VB^h) VBM VBM rBjy^~"

Führt man nun p — 1 neue Variable ein

^2> ^3 7 ' ' ^P>

denen nach Gleichung (11) die Werthereihen

Vi > y2> ' ya

,

yC, 2/2"; •
• • ya",

%

ifl ' i'2 J ya

entsprechen mögen, während die zugehörigen Irrationalitäten aus den
früheren Ausdrücken nur durch Vertauschung der y hergeleitet wer-
den, so werden wir ^ — 1 dem Systeme (17) analoge Gleichungs-
systeme aufstellen können, in denen die /-Functionen dieselben sind.

Addirt man der Reihe nach alle ersten, zweiten, . . . jp^«" Gleichungen
so werden sich nach dem AbeFschen Theorem für die rechten Seiten
dieser Gleichungen die folgenden Formen ergeben

friyy)dyi
_

f,{y^)dy^
, f, {y„)dy„

Vüiiy^)
"^ VBM "^ "^

Vb;{^)

,
fAyl)dyl fr{yi)dy; fAyä)dyä

_^ fUr'')dy^r '' mr'')dy'r'' f,9r '')dyi'-''

yB,iy[p-^^) VbJ^)
"*"•+

VByr^)

yB,{Y,)
"*"

VB^cY^
+ + rwYj '

in denen
y y . . . y

die Lösungen einer Gleichung a^^" Grades sind, deren Coefficienten
rational und symmetrisch aus allen Grössen y und den dazu ge-
hörigen Irrationalitäten zusammengesetzt sind und sich daher nach
dem Früheren rational und symmetrisch durch

^1; ^2; • • • ^p, VWß^), i/R'W), VWßp)
ausdrücken lassen, während die zugehörigen Irrationalitäten mit Hülfe
eUen dieser Grössen rational durch die Y ausdrückbar sind.
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Fassen wir diese Resultate zusammen, so führt das allgemeine

Transformationsproblem auf die Differentialgleichungen:

dz, äZi dz„

VBiz^) ' VBiz^) yB{z„)

lo{Y,)dY^ fo{Y,)dY, foiY„)dY„

m^) "^ Fl;;™ VBiÖQ

. ZidZi Zidz^ Zj,dZp

I 7/T77T-N r • • • +

CIS^ ^ rx{Y,)dY, /i(^l^l_ ,

rx{Y^)dY„

zP-'dZi zP-'dz,
, ^r^äz^+ _!g_ ""^ _{_... -|_

in welchen
Y y ' • Y

die Lösungen einer Gleichung 6'"" Grades sein sollen, deren Coefßcien-

ten rational und symmetrisch aus

zusammengesetzt sind, wahrend die zugehörigen Irrationalitäten mit

Hülfe eben dieser Grössen rational mit den resp. Y zusammenhängen.

Endlich mag noch der folgenden Vereinfachung des durch die

Gleichungen (16) dargestellten Transformationsproblems Erwähnung

geschehen, welche die entsprechende Vereinfachung des durch die

Gleichungen (18) ausgedrückten nach sich zieht, und welche sowohl

für die allgemeine Transformationstheorie als auch für die Behand-

lung der Frage der Integralrechnung, welche hyperelliptischen Integrale

irgend einer Ordnung auf solche niederer Ordnung reducirbar sind,

von Wichtigkeit ist.

Greifen wir eine der Gleichungen des Systemes (16) heraus

im y^^^y'
_j_ ^!l^ I 1

y^''^y<f ^ ^(3)^^

für welche die Grössen

2/1; y-2, • Va

Lösungen der Gleichung

(20) ..if + u (^1 , VRW))y"~' +•••+/. (^. , VM^)) =
sind, während die zu ihnen gehörigen Irrationalitäten durch die in

den angegebenen Grössen rationalen Functionalausdrücke von der Form
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(^0_ yiiM = g>iyr,^„ VW,))
bestimmt sind, so werden, wenn wir

— ]/Ii{z^) statt ]/R{Zx)

setzen, die Lösungen der Gleichung (20) y^, y^, ... y^ in die
Lösungen der Gleichung

(22) . . ^^«^ + f\ {z,
,
- ]/~B{i;))ri'^-^ + • • • + /aU', , - Vl^^)) -

übergehen, welche wir mit

n\, ^2, ' • na

bezeichnen wollen, während die zugehörigen Ir«ationalitäten durch
die Gleichung

(23) .... j/R^) = cpir],, 0,, -j/Bj^))

bestimmt sein werden, und wenn wir die so entstehende Differential-

gleichung

(24)
^''^^'

. _^^ , ,
vUva _ _ F,{z^)dz^

durch Subtractiou mit der Gleichung (19) verbinden, so folgt die

Beziehung

yi^^yi Vz'dy^ yldy„

(25) .. 'Z'^" ;- ^^'^^^"^ =2
riHn^ r\^dri^ nldr>„ y^ii^i) '

yniirii) ywjh) 'yniiva)

die nunmehr genauer untersucht werden soll.

Ist (? eine grade Zahl, so setze man
3ffm=
2

bezeichne mit p(y) eine ganze Function m'«" Grades von y, mit q{y)
eine ganze Function m—ö-^V^^ Grades derselben Variabein , und be-

stimme in der Gleichung

, . p{y) — ^iy)yRM,
oder in

(26) a,„ r + «„,_iy"'-i -] ^a^y + a, — K.^a-iy"'-"-^ VKiV)
- h„.-a-2tf'-'-^VRM -.•••- b,j/B;{i/j=0

die

2m — (7 -f 1 = 2ö + 1

Constanten

SO, dass dieselbe durch die 2(? Werthe '

(«) 2/i; 2/2; • • • ^«, ^?,, r]2> ' Va
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und die dazuojehöriofen Irrationalitäten

befriedigt wird; dann weiss man nach dem AbeTschen Theorem,

dass die Gleichung

(27) ...... p(sfy-q{yr-Rdy) = ^^

welche vom 2m = 3(7**'° Grade ist, ausser den Lösungen (a) noch

andere Wurzeln

(y) Y,, Y„... Ya

besitzt , welche mit den Grössen (a) und (/3) durch die transcendente

Beziehung verbunden sind

,,,Q, yUvt
1

y^dy^ v„dy„

YldY, YldY^ YldY„

yR,{Y,) VB^iY,) VB^(Y„)

wenn die zu den Grössen (y) gehörigen Irrationalitäten durch die

Gleichungen bestimmt sind

(29) .... yii;iY;)^-^, ... VWYa)=
""^^"^

2(^1) ' • • '
-"•^-'^^

qiY„)

Gehen wir nunmehr auf die Form der Coefficienten der Glei-

chung (26) näher ein; das dieselben bestimmende Gleichungssystem

«.^^+«.-1 yr'+ •
• • +«ü &«-a- 1y"''VRJ^ hVBj^)=o,

a„yj^a^_,y^-'+ • • • +a,~h^-a-iyr"~yKM KV^M^o,

kann, wenn wir berücksichtigen, dass

/Ri iyr) und j/B^{rjr),

nach den Gleichungen (21) und (23) als rationale Functionen von

2/r resp. fjr und ^j ,
^i? (0,) darstellbar sind, in die Form ge-

bracht werden:
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«« {^0 fc , ^^(^) .^," + i^i (^, , //^(^) «Z,''-^ -f ...} + ..

.

worin die Functionen

^0, i^,, •
• ^0, ^n •••

ganze rationale Functionen der in ihnen enthaltenen Grössen be-
deuten.

Addirt man jetzt die ersten a Gleichungen des Systems (30),
nachdem dieselben mit

1, 1, •• 1

yl yl '- vi

multiplicirt sind, verfährt ebenso mit den zweiten 6 Gleichungen dieses
Systems, und setzt:

y\ + yl + -" + y''„ = s^, ^;+^j+. . . + ^^ = ^^^
so folgt:

«- {^0 fe, ?/^l^>.+i + F, (^, , j/IlW))s. + ...}+...
- hm-a-1 {% (^,, /:r(^7))s,+i -f 01 (^,, y'R{j;))s, + • •} = 0,

(31) a^ {F, {z,
, VRW)) Sx+a-, + ^1 fc , J/B{07)) s.+a-2 + ...} + ...

«- {^0 i^n - VB {z,)) S, + F, (0, , ^- J/R^) S..^ + •..} + ...

+ &«_„_! {0, {0, , - /17^) S, + 0, (^j , ^J/R(^)) ;S,_i + ...}+. . .=0,

+ &„._a-
1 {^0(^1 , ~yiiK)) Sx+„^t -f 0, (0, , -ym;)) s,+a-2+ •••}+•• -=0.
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Da aber die Potenzsummen s und S der Lösungen der Gleichungen

(20) und (22) sich rational durch deren Coefficienten ausdrücken lassen,

und die beiden Gleichungen sich in den Coefficienten der zu be-

rechnenden a- und &- Grössen nur durch das verschiedene Zeichen

von ]/RjJi) unterscheiden, so werden wir das System (31) auch

in die Form bringen können:

ara{Ä2m+B2mVliVS)-^ &m-a-l (P2m+ ^2«/^T^)- ' •— ,

^^
a„iA,rn-BrrryWx))+-'-+ ^rn-0-l{Pirn-Qirnl/Wx))+ -

=0,

0,

=0.

am{Aam-Bamj/R{Si))-] h &«-«-! (^am- ^a^/i? (^,))
+'•• ^ .

Wenn man nun die entsprechenden Gleichungen, welche sich

nur durch das Zeichen von j/R{Zi) unterscheiden, durch Addition

und Subtraction mit einander verbindet, so erhält man z. B. aus der

V"'' und <?+ l*®"" Gleichung des Systems (32) die Gleichungen

2a,nÄim + — 2bm-a-lQlm //-R(^i) — • • • = ,

2amBimVRW) + . • • - 2hm-a-lBlm - =- ,

oder, wenn die zweite dieser Gleichungen durch /jR (^j) dividirt und

gesetzt wird,

Z am Alm T"

2 ttm Bim -\~

R{zd Im '

2bm-a-l Qlm VR{^\) = 0,

. — 2hm-a-lP{mj/R{^i) - • • • = 0,

und es folgt somit aus (32) zur Bestimmung der a- und &-Constanten

das nachstehende Gleichungssystem:

• =02 üra Alm
|

2 (Im A2m ~r

— 2hm-a-lQlmVR{^\)

— 2bm-a-lQ2m V~R{^\)

(33)

Z Clin -"-am ~\~

2 a,n Bim -\-

2a„j ^2??! -f-

2 h,n-a- 1 Qam VR (^1 ) ~"

2hin-a-lP{mVWß\) —
2h,n^a-yP2mVR{^\) —

• =0
• =0
. =0

2am Bara + • ' • - 2h„,_„^iPa'rn VR{^i) — • ' • = .

Beachtet man nun, dass nur für die ^-Grössen die Determinante

des Zählers der Auflösung den Factor ^jR(^;,) einmal weniger hat
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als die Determinante des Nenners, so ersieht sich, wenn — was ge-

stattet ist — eine der «-Grössen z. B. a,n = 1 gesetzt wird

,

dass die a-Grössen sämmtUch rationale Functionen von 0,

sindj wahrend die h-Grössen durch das Product von in 0,

rationalen Functionen in die Irrationalität i/R{0^) dar-

gestellt werden, oder dass die Coeffieienten der Function

p{ij) rational in b^, die von q{y) ebenso, jedoch mit dem

Factor 'j/B(z^) behaftet, ausgedrücM sind.

Da nun aber die Gleichung (27) die Form hat

(34) p{y)'-q(yy-Ri{y)= {y-y,){y-y^) • • • {y-ya) (y-Vi) {y-y^) • • {y~Va)

X(y-Y,)iy.-Y,)..-{y-Y„),
ferner

iy~yi){y-y2) • • • iy-ya)iy-Vi)(y-v2) • • • (y-Va)

als Product der linken Seiten der Gleichungen (20) und (22), wie

4jnmittelbar daraus. zu erkennen, dass

f^{0^ , i/Wi)) + fA , - VW^))f,~i (^, , VRW)) + • •
•

eine rationale Function von ^j ist, in der Form darstellbar ist

y'" + M^i)y"'-'-h • • • + t2a-i{^t)y + t2a{^i) = o,
worin

rationale Functionen von g^ sind, so werden nach (34)

die Coeffieienten des Folynoms

iy- Y^) (y
- Y2) ' iy~ Ya) =-r-\-%^ {^,)r-' + • • + xai^,)

rationale Functionen von 0, sein, während die zu den

Grössen Y^, Y^, ... Ya gehörigen Irrationalitäten nach

den Gleichungen (29), ivie aus der oben gefundenen Eigen-

schaft der Coeffieienten der Polynome p {y) und q (y) hervor-

geht, rationale Functionen der zugehörigen Grössen Y und
der Grösse s^ multiplicirt mit der Irrationalität yFi{Sy)

sein werden.

Es bedarf kaum einer weiteren Erläuterung, dass sich dasselbe

Resultat auch für den Fall des ungraden a ergiebt; denn setzt man

3(> = 2m— 1,

und bildet , wenn a eine Lösung der Gleichung i2j {y) = bezeichnet,

den Ausdruck

W (y-a)P(y)- Q{y)VRM,
in welchem F{y) ein Polynom

m — 1 =—-

—

Grades, Q(y) vom
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- ,ten

in — ö — l = —-—
Grade ist, so wird man wieder die

Constantenquotienten so bestimmen können, dass der Ausdruck (d)

für die Werthecombinationen

Vi , VRi{yi)> " yo, Vi^\ iya) , vi, — /-Ri (^i) ,
• • -va, — V^iM

verschwindet, und es werden nunmehr alle weiteren Schlüsse die-

selben bleiben, so dass sich wieder vermöge der Beziehung

{y-ayP(yy-Q(yyR,{y)

= (^-«) (y—yi) '
• iy-ya) (.y-Vi) • • • (.y—vo) iy—Yi)- • • • iy~Ya)

die Grössen

J- l, J- :>,'• J-a

als Lösungen einer Gleichung ergeben, deren Coefficienten rational

«aus ^, zusammengesetzt sind.

Hieraus folgt, dass

das oben aufgestellte System hyperelliptischer Differential-

gleichungen (16) sich in allen Fällen durch das folgende:

dY, dY, dY„ ^ ^
_FMdz^

Y,d Y, Y^dY, Y^dY„ ^^^ F,{z,)d z,

(35) yB;m ' VBaYT vwYa) rwi^)

Yr'dY, Y^-'dY, Y^-UY„ ^^ Fa_,iz,)de,

ersetzen lässt, in welchem

^ \ 1 ^1 j • • • ^ a

die Lösungen einer algebraischen Gleichung

(36) . . .
yo J^

;Ci(^.)r-' + • • + X«(^i) =
darstellen, deren Coefficienten rationale Functionen von 5",

sind, und

j/rjy;) , VKjj;) , . . . j/R^Yö)

sich als rationale Functionen der zugehörigen Y-Grössen

und 0, ausdrücken las0&n, multiplicirt mit ]/Ii(z^.

Um nun aus der eben gegebenen Vereinfachung des oben aus-

gesprochenen Satzes von der Reduction der hyperelliptischen Integrale

die entsprechende Vereinfachung für den vorher angeführten Satz,

die allgemeine Transformation der hyperelliptischen Integrale be-

treffend, herzuleiten, gehen wir, wie oben, indem wir nur a = p
Künigsberger , hypcreU. IntegT.

"
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setzen und somit von dem Transformationsproblem eines hyperellipti-

schen Systems in ein solches derselben Ordnung reden, von dem
Gleichungssysteme aus

dzi _ fo{yi)dyi fo{y2)dtj., fo(yp)dyj,

VBi^) Vb;^) VBÄyV) y^y^
^xdzx ^ J\{yi)dyi A(2/2)£2/2_ ft{yp)dyp

Vbw VXi^^
"^ vWy^ + • • • + ^VE^Ty^)

^r^dz^ ^ fp_i(yt)dyi fp^i{y2)dy^ fp-i(yp)dyp

vrK) vrm yw{y^)
"^ * "^ yR:%) '

in welchem wir nach dem eben hergeleiteten Satze annehmen dürfen, dass

Lösungen einer Gleichung p^*^^ Grades bedeuten, deren Coefficienten

rationale Functionen von 2^ sind, während die zu den «/-Grössen ge-
' hörigen Irrationalitäten durch das Product einer in dem resp. y und

13 ^ rationalen Function in j/B(ß^) dargestellt werden. Führen wir*

weiter wie oben p — 1 neue Variable ein

0.^, 0.^, ... 0p,

denen die Werthereihen

vV y? • <'

yf- yf • • • s^r

yr"y'r' !/r"
entsprechen sollen, welche wieder Lösungen ähnlicher Gleichungen

sind, und für welche die Irrationalitäten ebenfalls die oben hervor-

gehobene Eigenschaft haben, so werden nunmehr die durch die

Gleichung

friy\)dyi . friyz)dy2 fAyp)dyp
1

,7==-- [-••• +
yB^(y\) VB.iy,) VB,(y)pi

1 :t~T77;7
—

~ -r • • • -r

fMr'')dy['-''
,

fM'-'')dy'/-'^
,

,
fM/-'^)dy^/-'^-

1 7/ =^^^=^Tr r • • • + ^

nach dem Abel'schen Theorem definirten Grössen
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als Lösungen einer Gleichung p^^^ Grades sich ergeben, für welche

die Eigenschaften ihrer Coefficienten näher zu untersuchen sind.

Nach dem Additionstheorem sind die Coefficienten der Function

in welcher

p{y) vom ^-^-~
, q{y) vom -^-^ 1

Grade sind, derart zu bestimmen, dass dieselbe für jene jp Systeme

von i/-Werthen und die dazugehörigen Irrationalitäten verschwindet,

und es werden somit, wenn man

P^-\-P _ ^
2 ~ ^

setzt, die Gleichungen zu befriedigen sein

%yl +Vi^r +--+«o--V.-i2^r"Vi^i(2/..) \VB^{y.)=^
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worin

fM, f,{z), . . . F,{z), F,{z), . . .

rationale Functionen von 2 bedeuten.

Fasst man wiederum ähnlich wie früher je p Gleichungen zu-

sammen, die zu demselben y- System gehören, indem man dieselben,

nachdem sie mit

(a)

Vi

1

vT
(«)

p

7^

y\
,(«)

«-1

y?
»-1

,,(«)

«-1

multiplicirt sind, zu einander addirt, so ergiebt sich, wenn

gesetzt wird, das Gleichungssystem

«? [^ (^1) Sk+i + /; (^,) Si +

, («)'' (a)

> 'Jp a

= 0,

=

öo +

a,,

+ ft?—p-i

+ ••

^E(^p) + ... = 0,

oder auch, da die Potenzsummen s rational durch die die resp. ^-Grösse

rational enthaltenden Coefficienten der einzelnen Gleichungen aus-

drückbar sind, das nachfolgende System von Bestimmungsgleichungen

für die Grössen a^, a, , ... a^, h^, h^, ... b(,-p-i:

(l(,CpOp{2i)-\ f-«ü9cp(^l)+Vp-1^0y>(^l)^J2(^,)H \-\-tP^-p-ip(0^)j/B{0i)=O,
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aQ(Po2{^p) H h »o9'?2M+ ho-p-iX(^02MV'Wp) -\ h &o^?-2'-iI^pV^^ (ßp)=-^ ,

«C'<Po,.(^p)H \- (^^'PqpM-\- h-P-^'l'op(^py^(^+ • • • + \^o-p-ip{SjyRM= .

Das Charakteristische dieser Gleichungen ist dies , dass die Coeffi-

cienten der Grössen a sämmtlich rationale Functionen der einzelnen

Variabein ^i, 2^^, . . . 0p sind, während die Coefficienteu der ^-Grössen

aus den Produkten eben solcher Grössen in die zugehörige Irrationali-

tät yW/j bestehen; man schliesst hieraus z. B. unmittelbar, dass für

hyperelliptische Integrale erster Ordnung die Coefficienten der Glei-

chung, deren Lösungen die Grössen T, , Y.^, ... Yp sind, die

Form haben '

m + n-\/R{z^) YR{z^) ,

worin m und n rationale symmetrische Functionen von z^ und z.^ sind.

Gehen wir nun wieder zu dem ursprünglichen allgemeinen Trans-

formationsproblem zurück, um zu sehen, ob die Gleichung (10) er-

füllt werden kann, und welche Form sie haben muss, so hat man

nur in dieser Gleichung aus den der Gleichung (11) analogen Glei-

chungen für die Grössen g die für eben diese Grössen hervorgehenden

Werthe zu substituiren. Seien z. B.

(1) (2) ip-h)
c,[9+ i) c.(y+i) «.(.'/-FD

^ip— tli+ l ' »2/)— 2A-i-l ' • • • ^-ip— 'lk+ i.

die Lösungen der Gleichung

(37). . s'-«+9,(c.y^+'Ä;^;^)5"-'-+

+ y.-*(c. /<^o) = •

in der die 9) - Functionen rationale Functionen der in ihnen ent-^

haltenen Grössen bedeuten, so wird durch Differentiation

'^> '-^—777—
\ (,)

(^lip-2h +l— '^ y>-2p-2h+l^ hp+ \^ y ^^2p+iy^2p+lJJ"'''.

(2) /(2) / \
(1)

2p+i

«&2i)-2A+l ^
\^

S2p-2/,+ l ' ^2p+ l' y ^2p-t-lVV-l-lV -^+^ '

wenn F eine rationale Function der in ihr enthaltenen Grössen be-

zeichnet, und wenn diese Gleichungen der Reihe nach mit
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^ 2p-2h+l\ i>2p-2h+l ^ r ^>-2A+l^fe2/Z-2Ä+l)/

multiplieirt und dann addirt werden, ausserdem aber beachtet wird,
dass die Irrationalitäten dieser Multiplicatoren der Voraussetzung ge-
mäss durch die entsprechenden ^Grössen mit Hülfe von

(m) ^(') und 7/ J?^^' r«(^' ^

rational ausdrückbar sind, und somit das Resultat der Addition der
rechten Seiten als rationale symmetrische Function der ^Grössen sich
rational durch die Grössen (m) wird ausdrücken lassen, so ergiebt
sich, dass •

^ ^2p-2h+l\^2p-2h+if y 'Sp-2h+A^2p-2h+l)) "'I2P-22lt+l

sein
eine rationale Function der Grössen (m) multiplieirt mit iU[^^

wird, und dasselbe gilt von all' den einzelnen Summen der ^rechten
Seite der Gleichung (10). Bringt man nunmehr alle Integrale der
Gleichung (10) auf die linke Seite und giebt ihnen allen dieselbe

untere Gränze
^^^^^ , was nur eine Aenderung der Constanten der

rechten Seite bedingt, so wird die linke Seite aus einem zwischen
den Gränzen ^^^^^ und z^^^^ genommenen hyperelliptischen Integrale
mit der Irrationalität

bestehen, und es wird sich fragen, wann ein solches hyperelliptisches

Integral mit der beliebig gegebenen Irrationalität ]/H^^j,^^ {z^'^) einer

algebraisch-logarithmischen Function gleich sein kann, welche selbst
oder für welche das Argument der Logarithmen rational aus

0^'' und z/jB<^> r^<') ^
'^2p+l "^" y ^2p+l\^2p+l)

zusammengesetzt ist.

Ein solches hyperelliptisches Integral zerlegt sich nach den in
der vierten Vorlesung gemachten Auseinandersetzungen, von p In-
tegralen erster Gattung, ^ Integralen zweiter Gattung und algebraisch-
logarithmischen Theilen der oben bezeichneten Art abgesehen, in eine
Summe von Integralen der Form

^l

VR(a)dz
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wenn der Kürze halber

statt

geschrieben wird, und «,, a^, ... «« Constanten bedeuten, für welche

die unter dem Integrale befindliche rationale Function, welche nach

Absonderung einer rationalen Function mit

1

VW)
multiplicirt ist, unendlich wird, soweit diese Werthe nicht Ver-

zweiguugspunkte von j/R(ß) sind; und diese Summe (o) soll mit

einem aus p Integralen zweiter Gattung, p Integralen erster Gattung

und einem algebraisch-logarithmischen Theile zusammengesetzten Aus-

druck identisch sein.

Bezeichnet man mit

at und a7

den auf dem positiven oder negativen Blatte der zu l/R{2) gehörigen

Riemann 'sehen Fläche gelegenen Punkt ctk, und setzt mau

so wird diese Function ein hyperelliptisches 'Hauptintegral dritter

Gattung sein, da der Coefficient des logarithmischen Gliedes in den

beiden Unstetigkeitspunkten

«i, + ]/Wä^\ «/t; - V^^) oder a^, o~

die positive und negative Einheit ist, und ausserdem wird man, wie

früher gezeigt worden, die Constanten

C()> <^U ^2 7 • • • ^P-'^

SO bestimmen 'können, dass die Periodicitätsmoduln jenes Haupt-

integrales an allen Querschnitten der einen oder der andern Art ver-

schwinden; bezeichnet man ferner ein in den Punkten ^, und i,^ auf

den bestimmten Blättern logarithmisch unendlich werdendes Haupt-

integral dritter Gattung mit an derselben Reihe der Querschnitte ver-

schwindenden Periodicitätsmoduln durch

so wird nach dem früher erwiesenen Satze von der Vertauschung der

Gränzen und Unstetigkeitspunkte

JdH{0, a+ a;)=JdH{0, '\i ?.)



120 Siebente Vorlesung.

sein, und es würde dann in Folge dieser Relation, indem die mit

den Constanten c multiplieirten Integrale erster Gattung hinzu-

geuommen werden, die Gleichung zu untersuchen sein

i^ a^ "+o„

(38} . C,fdH{z,z,,l,)-\-C,fdH{z,zM+ . • . -\-cJdB{^,z,,t,,

a

':/ ~yw) "^
\J VW) '

"^= A, I ~%,-^^ + Ä, I
-^-=;-- + .... + ^_, r^^'d.

c. t,

VM{

+Vw +VTSr + -- + ^-
dz

+ £7+ D, log F, + D, log V,~\- + D^ log V„
in welcher die Grössen

U, F„ V,, ... V,
rational aus

^1 und i/R{z^)

zusammengesetzt sind, und wobei angenommen wird, dass nicht

zwischen einer geringeren Anzahl von denselben Integralen der linken

Seite dieser Gleichung eine ähnliche Beziehung besteht, indem wir

sonst diese unserer weiteren Betrachtung zu Grunde legen. Offenbar

darf ferner ohne Beschränkung der Allgemeinheit vorausgesetzt wer-

den, dass zwischen den Grössen

keine homogene lineare ganzzahlige Gleichung der Form

besteht, weil, wenn eine solche stattfände, der Ausdruck

D, log Fl + D^ log F, + . . . + D, log V,

in die Form

D, V^f Do V^^ D
,

V^f
,

t '"' V- + 7- '»g^ + • + i^"'
'Og -y^

V ""z. V '^f^ V ^/"

übergehen würde, und man daher nur von vornherein die Anzahl

der Logarithmen auf der rechten Seite der Gleichung (38) auf die

kleinste reducirt anzunehmen brauchte. Sei nun z. B.

worin j)^ und qo rationale Functionen von ^, bedeuten sollen, oder
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wenn f^, Qq, Iiq gauze Functionen von 5, sind, so verwandle mau

in Gleichung (38) die Irrationalität in die entgegengesetzte und ziehe

die so erhaltene Gleichung von Gleichung (38) ab; man erhält offen-

bar für alle Integrale das doppelte, also die Form der Gleichung (38)

unverändert, während die logarithraischen Glieder die Form annehmen

log /e + gg/-R(^.)

Wird nun

(39) . f;-glRi0,)=M{,-y,r{^,-y,r...{^^-yrr

gesetzt, so dass

log {fo-9lR{^,)) == log {f,+9, J/RW)) + log (f^-9QVWd)
= logM-f Wj log (0,— y , )+ »»2 log (^1— ra) H h *^r log (^,— yr)

ist, so sieht man, dass

iog(/;>+<7'. /3r(^))
für

rn 725 • • • 7r

logarithmisch unendlich wird, wenn der zugehörige Werth der Irratio-

nalität aus der Gleichung

bestimmt wird, und keine dieser logarithmischen Unendlichkeiten

kann sich, da /), und g^t ohne gemeinsamen Theiler vorausgesetzt

werden können, auf der rechten Seite der Gleichung (38) gegen

andere wegheben, weil sonst eine ganzzahlige homogene lineare

Gleichung zwischen den Coefficienten der logarithmischen Glieder

statthaben müsste, welcher Fall oben ausdrücklich ausgeschlossen war.

Da aber die linke Seite der in der obigen Weise transformirten

Gleichung (38), wie man aus dem Umkehrungssatze von Gränzen und

Unstetigkeitspunkten unmittelbar erkennt, für

(k) «1, +/i^(ai); «i; — /^(«ö; «2J + //-RW; «2> — ^-RW;---

ttn, + ]/B(an)] a„, — }/B{an)

und nur für diese Werthe unendlich und zwar logarithmisch unend-

lich wird, während die Integrale zweiter Gattung auf der rechten

Seite der Gleichung (38) nur für ^ = oo auf beiden Blättern unend-

lich werden, und die Integrale erster Gattung endlich sind, so folgt,

dass sämmtliche Werthe

mit den zugehörigen Irrationalitäten zu den Wertheu der Reihe (k)

gehören. Aus der Existenz der Gleichung (39) aber folgt nach dem
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Abel'scheii Theorem, indem wir annehmen dürfen, dass der Grad
von <7p-R(^i) den von

/J
nicht übersteigt, dass die y-Werthe zu oberen

Gränzen von gleichartigen hyperelliptischen Integralen gemacht werden
können, deren Summe eine algebraisch-logarithmische Function ist,

während die Irrationalitäten aus der Gleichung

bestimmt werden, und dass sie ferner die unteren Gränzen solcher
Integrale bilden können, wenn die Irrationalitäten durch

gegeben sind.

Nach der in der sechsten Vorlesung aufgestellten Beziehung für
die Addition von Hauptintegralen ergiebt sich, wenn die Werthe y
den Grössen

+ + +
«f , a-, . . . a-

gleichgesetzt werden, die folgende Beziehung:

(40) mJdH(0, z„ t,)+ m.JdH{z, z,, ^,)+ •'• + m,.J'dH{ß, ^;,, e.)

a

welche nothwendig die Form der Gleichung (38) sein muss, da der
Annahme nach keine der Gleichung (38) ähnliche existiren sollte,

welche von den dort enthaltenen Integralen eine geringere Anzahl ent-
hielte. Setzt man endlich in (40) die durch Vertauschung der Gränzen
und ünstetigkeitspunkte sich ergebenden Integrale, so folgt

/*' - /*'

r ' r /

= log{^

f.

XZi)+g^{z,)VB{z,) mi)-gJt^)Vmi)

als allgemeinste zwischen hyperelliptischen Integralen derselben Ord-
nung und algebraisch-logarithmischen Functionen bestehende Relation,
oder wenn der oben durch die Gleichung (p) definirte Werth von
H{z, a^, a+) eingesetzt wird.
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dz

woriu Wj, m^, . .. nir ganze Zahlen, ß^, ßj, . . . ßp-i Ooustanten vor-

stellen, deren Bedeutung aus der oben gegebenen Bestimmung von

Cq , Cj , ... Cp-\ unmittelbar zu ersehen ist.

Man kann endlich noch die Frage aufwerfen, ob in algebraische

Relationen zwischen hyperelliptischen Integralen auch jene eindeutigen

Umkehrungsfunctionen der Integrale niederer Gattung, also die Ex-

ponentialfunctionen, die trigonometrischen und elliptischen Functionen

eintreten können, und zwar wollen wir diese Untersuchung auf Grund

eines allgemeinen Satzes über den algebraischen Zusammenhang

zwischen den Integralen verschiedener Differentialgleichungen an-

stellen, den wir an dieser Stelle unter den Beschränkungen, wie sie die

Lösung der oben gestellten Aufgabe zulässt, aussprechen und herleiten.

Sei Z ein Integral der irreductibeln Differentialgleichung erster

Ordnung

(43) f{x,,,4^) = 0,

in welcher f eine ganze Function der darin enthaltenen Grössen be-

deuten soll, ferner

Z^^ Z.^, • • • Zr

eine Reihe von r andern Integralen der resp. irreductibeln Differen-

tialgleichungen erster Ordnung

(44)(#+ *> C' ^^)(äf+ + *».-.(^. '')^ + *'-.(^. ^^) = .

/dz\'' ,/dzj\''
, , ^ dz

,
, , ^

{7i)+x,(^,^ri-j0 +--- + z^M^,^Aj^+ x^-A^, ^.) = o,

in welchen

rationale Functionen vorstellen, und werde von den Integralen

Z,, ^2? • • • ^r vorausgesetzt, dass sie weder selbst algebraische Func-

tionen von X sind , noch zwischen ihnen eine algebraische Beziehung

besteht, dass dieselben jedoch mit Z durch den algebraischen Zu-

sammenhang
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(45) .... F{x, Z, Z,, Z,, . .. Zr) =
verbunden sind; wir wollen die Eigenschaft und Form der Gleichung
(45) untersuchen.

Differentiirt man diese letztere Gleichung nach x und eliminirt

zwischen den drei Gleichungen

F{x,Z,Z„Z„.-. Zr) = 0, 4f = 0, f{x,Z,'J^) =
die beiden Grössen Z und -^ , so ergiebt sich eine Gleichung von

der Form

worin H eine ganze Function der darin enthaltenen Grössen be-

deutet; und dieses in rationaler Form hergeleitete Eliminationsresultat
wird auch ersetzt werden können durch dasjenige, das man erhält,

wenn man vermittels Auflösung der Gleichung (45) nach Z, in Be-
zug auf welche Variable sie vom Z;'^" Grade sein mag,

Z=co, {x,Z,,... Zr), Z=co.,{x, Z,,.., Z,), . . . Z=cok{x, Z,,...Zr)
ermittelt, die Grössen

dZ^ _ <^»i(*. ^1' • ^r) dZ dwzix, Z,, • • Z;)

dx dx • ' dx dx ;
' '

'

dZ dcoj^ix, Z, , • • Z^)

dx dx

bildet und in die Gleichung (43) einsetzt, woraus als zweite Form
des Ehminationsresultates

(47) . . . f{x,.^ix,z,,..z.),^^^i:3y)

X/-(.,a,,(.,^„..Z.),i^^^...

" X f{x, «,(., Z, , . . Z.)^ -"^L^-LlIA^ ^
folgt.

Denkt man sich nun aus den r Gleichungen (44), wenn in die-

selben Zj, Z^, ... Zr statt ^, , ^2, • • . ^r gesetzt ist, und der Glei-

chung (46) die r Grössen

dZi dZz dZ^

dx ' dx' >
* •

(^a;

eliminirt, so würde sich eine algebraische Beziehung von der Form

(48) Kix,Z,,Z,, ... Zr) =
zwischen den Grössen Z^, Z^, . . . Zr ergeben, welche der oben ge-
machten Voraussetzung gemäss nicht bestehen darf, und es wird
somit das Elimiuationsresultat (48) für alle beliebigen Werthe der
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Grössen Z^, Z.^, . . . Z, identisch erfüllt sein müssen. Aber auch

diese eben ausgeführte Ehmination und daher jene in ('en Grössen

Z, , ^2 , ... Zr identische Gleichung kann anders dargestellt werden
5

berechnet man nämlich aus den Differentialgleichungen (44) die

Werthe

41'-= ;,, (X, z,)
, 't = ''« (^' 2^)

'
• • 4^= ''-= (^' ^-^

^^- = hn (^, ^.), 4^ = '»- (^. 2^)
.

• • • 41^= ''-V (^. ^'O

und setzt dieselben in all' ihren Verbindungen in (46) ein, so

folgt, dass

JjH{x,Z^,Z„--'Zr, h,a{x,Z,), }hß{x,Z,),--'hr^(X,Zr))^0

a,;i,...Q

für alle beliebigen Werthe von ^i,Z^, ... Zr identisch befriedigt,

oder dass in Folge der oben vorausgesetzten Irreductibilität der Glei-

chungen (44) die Gleichung

H(x,Z,,Z2,...Zr, Ma{X,Z,'), h^^,{X,Z^), . ..hr^{X,Zr))=0

für eine beliebige Werthecombination von a, ß, ... q erfüllt sein

muss, wenn statt Z^, Z^, . Zr beliebige .andere Grössen gesetzt

werden, oder dass endlich die Gleichung (46) ebenfalls stattfinden

muss, wenn statt Z^, Z^, . . . Zr andere Integrale

Z^ , Z., • • Zr

der Differentialgleichungen (44) gesetzt werden.

Da aber die Gleichung (46) nur eine andere Form des Elimi-

nationsresultates als das durch (47) dargestellte angiebt, so wird also

auch die identische Beziehung bestehen

(49). . .f{x,(o,{x,Z;,...Zr), -^
)

•Xf\x, (0.,{X, Z^,. ..Zr), J^ J
•

•

X f[x, Okix, Zi, . . . Zr), J^ ) — ^h

welche wiederum nichts anderes aussagt, als dass die Gleichung (43)

auch die durch den Ausdruck

(50) z' = iooc{x,z;,z; . . .z;)

gegebene Function zum Integral hat, wenn a einen der Indices

1,2, ...Ä; bedeutet. Da sich nun aus (50) der Gleichung (45)

gemäss

(51) F{x, z, z,', z: . . . z;) =
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ergiebt, so folgt,

dass, wenn zwischen den Integralen

Z , Z^, Z^^ ... Zr

der irreductiheln Differentialgleichungen (43) und (44) ein

algebraischer Zusammenhang stattfindet, und man setzt statt

der Grössen Z^, Z^, . . . Z,. r heliehige andere Integrale

der Differentialgleichungen (44), so wird die algebraische

Beziehung noch fortbestehen, wenn für Z ein gewisses anderes
Integral Z' der Differentialgleichung (43) gesetzt wird.

Um diesen Satz auf das oben gestellte Problem anzuwenden,
nämlich zu untersuchen, ob in eine algebraische Beziehung zwischen

hyperelliptischen Integralen auch die ümkehrungsfunctionen der nie-

deren Integrale eintreten können , sei Z die Lösung einer irreductiheln

Differentialgleichung

(52) . . . /;(^)(4±)V/-,(x)^+/;(^) = o,

in welcher

f^{x), f,{x), f^{x)

ganze Functionen von x bedeuten, deren Integral also das allgemeine

hyperelliptische Integral sein wird, ferner seien

Lösungen ähnlicher Differentialgleichungen, also wieder hyperelliptische

Integrale, und endlich Zj durch

Z^ = e^

definirt, worin 'v eine algebraische Function von x bedeuten soll, also

ein Integral der Differentialgleichung

/-QN dz, dv
^'^^3) ^ = '^-d^'

welche mit der algebraischen Gleichung in Verbinduag gebracht,

welche v als Function von x definirt, die Form der Differential-

gleichungen (44) annimmt.

Bestünde nun ein algebraischer Zusammenhang zwischen diesen

hyperelliptischen Integralen und der Exponentialfunction von der Form

(54) Z={o{x,Z^,Z„ ... Z,),

so würde man nach dem obigen Satze berechtigt sein, für ^, das

Integral mZ^ der Gleichung (53) einzuführen, wenn nur für Z ein

gewisses anderes Integral der Gleichung (52) gesetzt wird; da aber

alle Integrale der letztbezeichneten Gleichung in der Form

Z-{- ^
enthalten sind, worin ^ eine bestimmte Function von m sein wird,

so folgt aus (54), wenn zur Abkürzung

ca(x, Z^f Z2, . . • Zr) = (''(^i)
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gesetzt wird,

(55) . . . a{mZi) = (»i{Z;) + ^ = « (Z,) + cp{m),

welche Gleichung für jedes Z^ und jedes constante m gültig ist.

Setzt man hierin Z^==l, so folgt

q) {m) = CO (m) — co (0)

und somit

(56) .... (o(m.^,) = «(^i) + "W- «(^)'

woraus sich durch Differentiation nach Z^ und m

mc)'{mZ^ = (o{Z^)

Z^ci{mZ^)==Gi'{m)
also

Z, o' (Z,) = mca' (m)

ergiebt; daraus folgt, dass

Z,co\Z,) = P

ist, worin P eine von Z^ uiiabhängige Grösse bedeutet, oder dass

„(Z,) = co{x, Z, , Z,, ... Z,.) = F log Z, + Q = Pv-{-Q,

d. h. (Zass e" selbst in der Relation (jar nicht enthalten ist.

Es mag endlich noch untersucht werden, ob in jener algebraischen

Beziehung zwischen hyperelliptischen Integralen etwa noch eine ellip-

tische Function von der Form

Z^ = sin am (w, h),

worin u eine algebraische Function von x bedeutet, enthalten sein

kann. Da diese Function der Differentialgleichung genügt

welche wiederum wie oben in eine algebraische Differentialgleichung

zwischen ;?, und x transformirt werden kann, ferner zu jedem par-

ticulären Integrale

Z^ = sin am (w + «)

,

in welchem a eine Constante bedeutet, ein anderes Integral

Z^'= sin am {u-{-c) = sin am (u-{-cc-{-c— a)

gehört, in Avelchem c eine willkürliche Constante ist, so wird sich

mit Hülfe des Additionstheorems, wenn

sin am (c— a) = m
gesetzt wird,

ergeben, und was auch a sein mag, d. h. welches der particulären

Integrale der obigen Form wir auch wählen, es wird für jeden be-

liebigen Werth von m auch Z,' ein Integral sein. Genau dieselben
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Schlüsse wie vorher führen, wenn die analoge Bezeichnung gewählt
wird, auf die Gleichung

"^
V r^^¥Wz,^ ) = «(^.) .+ ffi^i)

oder auch, wenn Zj = gesetzt wird, auf

/ Z,K(T-m^i jl-k^m^) + m F(l-Z.») (l-~WzJ) \ ,^^ , , ^

""V T^TF^ ~ ^j= «(Z,)+a(m)-«(0).

Differentiirt man nun diese Gleichung nach Z, und m, und setzt
die beiden so erhaltenen Gleichungen zusammen, so folgt

dcojZ,)

.
dZi

__ r ZiV{l-m-') (l-Ä;'m») + m Vj 1 -Z,») (1 - k^Zj^) ']

'i L l— k^m^Zi^ J

d(o(m)

dm

g»» L 1—Ä^m^Z,«
I

oder

(57) . M<_ _ g^

dZi otn

als Gleichung zur Bestimmung von co.

Da aber, wenn zur Abkürzung

Z^ = sin am V , m = sin am iv

gesetzt wird,

SZ{ __ d sin am [v-\-w) 3 sin am {v-\-w) 1

dZi 3 sin am w dv d sin am v

dv

gsin am {v-\-w) 1

und ebenso

g-^/ __ gsin am {v-\-iv) ö sin am (?;+ «;) 1

dm d sin am «* dw d sin am w
dw

d sin am {v-\-w) 1

ist, so wird die obige. Bestimmungsgleichung (57) in

übergehen und daher

eine von Z^ unabhängige Constante sein. Es folgt hieraus
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8_ft)(Z,) ^ g

oder wegen
Z^ -= sin am {u-\-a)

die Beziehung

es ist somit wieder nachgewiesen, dass mich die dUptisclie Unikehrungs-

fundion nicht in jener algebraischen VerUndungsgleichung zwischen

hyperelliptischen Integralen vorkommen kann.

Das oben erwähnte Princip reicht aus, um auch die Unmög-

lichkeit des Vorkommens der hyperelhptischen Umkehrungsfunctionen

in einer algebraischen Relation zwischen hyperelliptischen Integralen

festzustellen.

Kön i gsb erger, lij-porcllipt. Integr.
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Reduction hyperelliptischer Integrale auf niedere Transcendente.

Es soll im Folgenden eine Anwendung der in den letzten Vor-

lesungen entwickelten Theorie auf die Lösung des Problems gegeben

werden , die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür auf-

zustellen, dass hyperelliptische Integrale auf algebraisch-logarithmische

Functionen reducirbar sind.

Sei

(1) . . . i2(0) = ^(^— a,)(0 — «2) • • • (^— «2p+i)

und

(a) ....*..
. Jf{,,ym/))d^,

worin f eine rationale Function von 2 und j/R{2) bedeutet, in Be-

treiF der Möglichkeit der Reduction auf algebraisch-logarithmische

Functionen zu untersuchen (der unpaare Grad des Polynoms jR(^)

giebt bekanntlich keine Beschränkung der Allgemeinheit des gestell-

ten Problems), so ist ersichtlich, dass man sich nur mit einem In-

tegrale von der Form

F{z)dz
^"^ / yii{z)

worin F(3) eine rationale Function von bedeutet, wird zu bescliäf-

tigen haben, da sich das vorgelegte stets auf ein solches und ein In-

tegral einer rationalen Function von zurückführen lässt, welches

letztere durch eine algebraisch -logarithmische Function dargestellt

werden kann.

Fragen wir zuerst nach den nothwendigen und hinreichenden Be-

dingungen dafür, dass ein Integral von der Form (b) auf eine alge-

braische Function von oder mit Berücksichtigung des in der letzten

Vorlesung bewiesenen Satzes auf eine rationale Function von g und

]/B,{z) reducirbar ist, so wird, wenn

^1? ^27 • • • ^«

die Werthe von s bedeuten, für welche F{z) unendlich wird, nach

der in der vierten Vorlesung gegebenen Zerlegung eines hyperellip-

tischen Integrales die Gleichung statthaben müssen:
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^' J rm ^ J VW) ^ ^ J VBiz)

worin die Grössen

'ü,, C^, ... Cn, l^'\ ?(^S . . . l^P-'^
,

li^P\ Up+^\ . • Ti^^P-^\ fiß)

die dort näher angegebenen Werthe haben, und g. eine rationale

Function von z bedeutet.

Da nun die Integrale dritter Gattung auf der linken Seite der

Gleichung (2) in ^f, , ^2' • • • ^n logarithmisch unendlich werden, und

sonst logarithmische Unstetigkeiten in dieser Gleichung nicht vor-

kommen , so müssen diese aus der in z identischen Gleichung heraus-

fallen, und es ergeben sich somit zunächst als nothwendige Be-

dingungen für die Reduction eines hyperelliptischen Integrales auf

eine algebraische Function

Oj = (^2 ^^^^ '^^ ^n ^^ ^^
)

da diese die Coefticienten der (Jnstetigkeitsfunctionen

log (Z-2{), log (2— ^^), ... log (0— ^n)

sind.

Es würde nunmehr eine Summe von hyperelliptischen Normal-

integralen erster und zweiter Gattung und eines algebraischen Theiles

einer algebraischen oder vielmehr in s und ]/B{z) rationalen Func-

tion gleich sein müssen, was nach den Auseinandersetzungen der

fünften Vorlesung das Verschwinden der Coefficienten der einzelnen

Fundamentalintegrale der beiden Gattungen nach sich zieht, und um-

gekehrt ist das Verschwinden sämmtlicher Tz, l, C oder der Integrale

erster, zweiter und dritter Gattung für die Reduction eines hyper-

elliptischen Integrales auf eine algebraische Function hinreichend;

wenn wir somit die in der vierten Vorlesung hergeleiteten Werthe

der liy l, C benutzen, so ergeben sich als nothwendige und hin-

eichende Bedingungen dafür, dass das Integral

/Fißi dz

auf^algebraische Functionen reducirbar ist, die folgenden:

n) . . .
[JMJ _ r^^i = . . . r^^i =^^^ Ivm)} [ Ivmi \ ivm\ \

«-*i)-^ (<-*.)-' «-«„)-^

9*
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iii welcher

Pu Ix, P27 Q2> • • • i^'«' 2'"' 2

rationale Functionen von z bedeuten.

Vor Allem darf angenommen werden, dass zwischen den Grössen

nicht eine ganzzahlige homogene lineare Gleichung

r^ A^ + r2^2 + • • * + ^'«^'« = ^

besteht, da man sonst

A. = -—A - —A v-^--'
'in 111 '"

setzen und die rechte Seite der Gleichung (5), wenn

gesetzt wird, in die Form

bringen kann, welche dann der weiteren Untersuchung zu Grunde

zu legen wäre.

Es war schon hervorgehoben worden, dass die linke Seite der

Gleichung (5) für die Werthe Sy, s.., . . . Zn und nur für diese loga-

rithmisch unendlich wird und zwar auf beiden Blättern mit den loga-

rithmischen Gliedern

-h C^ log {z—z,), ± O2 log {Z-Z^), ... ±Cn\0^ (Z-Zn).

und es wird somit auch die rechte Seite für diese Werthe logarithmisch

unendlich sein müssen und nur für diese. Untersucht man nun einen

einzelnen der logarithmischen Posten auf der rechten Seite der

Gleichung (5)

so wird das Argument desselben nur und zwar stets Null oder unendlich,

also der Logarithmus in allen Fällen unendlich für Lösungen der

Gleichung:

(6) pl-qlB{^)^0,

wenn diese nicht zu den Verzweigungswerthen «^ , a.-,, ... c(2p+i ge-

hören, oder wenn diese Gleichung nicht durch die den beiden Glei-

chungen
p, = und Biz) =

gemeinsamen Lösungen befriedigt wird, indem wir die gemeinsamen

Factoreu von p;, und q^ bereits .aus dem Logarithmanden heraus-
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geschafft denken. Alle übrigen Lösungen der Gleichung (6) nun
werden zu den oben angegebenen Werthen ^j, ^.,, ... ^„ gehören
müssen; denn wenn diese Gleichung z. B. die Lösung s und zwar
T^mal hat, so wird

[Vi^ — (IkVB(^) {pk + qk V~li(z)) = {z— s'f^ cp{s)

sein, worin cp{z) für s = s endlich und von Null verschieden ist, und
daher

log {pk~ qkj/Bif)) + log (^Ä+ ^,/I^) = Tilog {s~s) + log cp{2)
;

somit wird, je nachdem die Irrationalität aus der einen oder andern
Beziehung

l/R{/)=^ oder j/B(7j = ~-^
bestimmt wird, das durch jenen logarithmischen Posten gelieferte
logarithmische ünstetigkeitsglied

TkAklog{2—0') oder ~ nÄi^hg (^— s')

sein; da aber die rechte Seite der Gleichung (5) nur für die Werthe
Zi, 02) • ' ' ^n logarithmisch unendlich werden darf, so müsste sich,
wenn / nicht zu dieser Werthereihe gehörte, das eben gefundene
ünstetigkeitsglied gegen andere mit derselben Unstetigkeit fortheben,
und es müsste dann eine Gleichung von der Form bestehen

+ t^Ä^ ± r^A, + • • . + T„,A,n = 0,

was oben ausdrücklich ausgeschlossen war; man wird somit

pi-üiß{^)=^m(0-uy-^{^-uy^^' ' ' {^-u„y"""^
setzen dürfen, worin alle ^Werthe, von den Verzweigungspunkten
abgesehen, zu den Werthen ^,, ^2; • • - ^n gehören.

Machen wir nun allgemein die Annahme, dass in der oben hypo-
thetisch angesetzten Gleichung (5) zwischen den Grössen

Cj, 62, ... Cn

eine Anzahl von linearen homogenen ganzzahligen Relationen be-
stehe von der Form

, •

^
Tn-nC, + r„_i2C2 + • . • + Tn-,n Cn = ,
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die von einander unabhängig sein sollen, so wird man n — h der

Grössen C, z. B.

Cjt+l; Ck+2} • • • ^«J

durch

(k) 0,, Cj, . .. Ci

homogen, linear mit rationalen Coefficienten ausdrücken und an-

nehmen können, dass zwischen den Grössen der Reihe (kj nicht mehr

eine lineare homogene gauzzahlige Relation stattfindet.

Stellt man diese Relationen in der Form dar:

D . Ck+i = A„ Ci + ^i^C^ + • • • + Au a,

(9) . . D • Ck+2 = ^2, Ci + A22C2 + • • • -{- ^2kCk,

J) 'Cn = K-hi C, + K-n C2 + • • • + K-kkCk

,

worin die Grössen D und l ganze Zahlen bedeuten, so geht die zu

befriedigende Gleichung (5), aus deren Existenz wir nothwendige

Bedingungen herleiten wollen, in

**+i)yB{z)

. VRiz^)dz fVBizJdz
I

+

{z-Zj^2)yB{z)

Yyw)'ft+1

rysjzjdz )

-y {z-zjym\

+

rywh^dz rm^jdz\

über. ' *
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Bezeichnet man mit rj.'^ die Zahl, welche angiebt, wie oft die
ri° der Gleichungen (7) die Lösung ^, enthält, so werden in Folge
der Gleichheit der Coefficienten der logarithmischen Unstetigkeiten
in den Punkten ^j, z^, ... Zk auf beiden Seiten der Gleichung (10)
die Beziehungen statthaben müssen:

(11) . . . C, = .f'^,+r«^,+ ...+.fU
m )

in m )

aus denen zuerst unmittelbar ersichtlich ist, dass m ^ h sein muss,
weil sonst eine homogene lineare ganzzahlige Relation~zwischen den
als von einander unabhängig vorausgesetzten Grössen C,, 0.,, . . . Ck
sich ergeben würde. Ist aber m'^l, so können wir die Grössen

homogen linear und rational durch die Grössen

Ci, Cj, ... Ck, A^, A^, ... Anc-k

ausdrücken und die rechte Seite der Gleichung (10) würde sich in
die Form bringen lassen

^ log (irzQiym\ . R^ i^„

(

p.-Q.yim\
,

^k
° \Pk+ Qk yHi^)) ^ n,^, ^ \f^^^+ Q^_^^ Vim) + • •

•

worin

n,, n.

ganze Zahlen bedeuten. Man sieht aber, dass sich hieraus wieder
durch Gleichsetzen der Coefficienten der Unstetigkeitsfunctionen in
den Punkten z^, 2.^, . . . z^ auf beiden Seiten der jetzt auf der rech-
ten Seite reducirten Gleichung (10) eine Reihe von homogenen,
linearen ganzzahligen Beziehungen von der Form

^1 ^1 = ^11A + ^12^2 + • • • Vi,n-kA,n-T, ,

li^C^ = V2,^, + V22-4o -f . . . Väm-Ä^n-i- ,

}lkC,, = Vii^j 4- n.2^2 + • • • Vkm-kA,„_i

ergeben wird, welche wiederum eine Reihe der A durch die C und'
die übrig bleibenden A auszudrücken erlaubt; fährt man so fort, so

I
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kann man in der hypothetisch angenommeneu Gleichung allmählig

alle Ä fortschaffen und wird schliesslich nur als Coefficienten der loga-

rithmischen GKeder der Gleichung (10) die Grössen C^, C.,, • Ck,

mit rationalen Coefficienten versehen , übrig behalten, so dass wir

—

um die ganze Gleichung (10) nicht noch einmal hinzuschreiben —
uns die rechte Seite in die Form gesetzt denken können:

worin

Q\: 9i-, • • • Qk

rationale Zahlen bedeuten, und die Gleichungen

p(i)^_^(i)'jR(^) = 0, P(2/^-(;)(2r-j^(^)_0, • • • pw^-(2W^12(^)=0,

von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Werthe ^j, z.y^ . . . ^«

zu Lösungen haben, und zwar die Gleichung

nur die Lösungen

und zwar
Ai) Ai) Ai)

''O ' ''1 ) • • • ''n-k '

-fach.

Endlich ist aus der Gleichung (10) mit der rechten Seite {q) un-

mittelbar zu sehen, dass

woraus folgt, weil eine lineare homogene rationale Beziehung zwischen

den Grössen C, , C,, ... Ck nicht stattfinden darf, dass

^«1 */r *na V ^ok ''a

sein muss.

Wir erhalten somit das folgende Resultat: wenn ein hyper-

elliptisches Integral auf algebraisch -logarithmische Functionen re-

ducirbar sein soll, so muss nach Zerlegung desselben iu die Integrale

der drei Gattungen und den algebraischen Theil nach der oben an-

creo-ebeuen Methode und nach Reduction der Coefficienten der Haupt-

integrale dritter Gattung auf die von einander unabhängigen, die

hypothetisch vorausgesetzte Gleichung in die Form gebracht werden

können

:
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1 /(2).(3)m ct'^H^ C \
^'"

r

Achte Vorlesung.

yw;)dz
^(j,

rvii{F,~)dz

{z-z^y'mj)
"^

1 / {z-z^^{)rB{^)
+

+e./
yBK)dz \

iz-zjVW)
j

(1) /(3)+c,cc---«:c{c
' yB{Zi)dz

{z-z,)ymj)

{z-zjyii{z)

)dz

VW)

+ • •
•

Äk-l)
f ,W / yB{Zj^)dz

{z-z.)yB{i)

)dz

fW)

I n—

i

.w f ynizjdz
1

(l)/(2) .(i)

1^0 ^0 ^0

J y^iz)

ii^)i ^!":^^ 4-. +?(.-!)/> (?^;

i^Ji;(^) ?^ie(^)

"^"^ ^]c(p+^)fjll^^ ^M^P-t)
yB{z) yii{z) j

worin die Gleichung

von den Verzweigungswerthen abgesehen, nur die Lösungen

und zwar
M) /(«) Ai) Ai)

h ) h ^ h ) • • • K-k

-fach hat, oder worin, wie aus dem Abel'schen Theorem für hyper-

elliptische Integrale hervorgeht, die Werthe Si, Sk+i, 2k+2, • • • ^n

bei bekannter Bestimmung der Irrationalität der Gleichung genügen

.+ z+ ,+

(13) • . tfJdJ^ü\z) + tfJdJid^iz) + • . + Ckf(^J''K^) = 0,

oder
"k+l
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a a «

Aveun J^9^{2) irgend ein Integral erster Gattung, L eine Summe von

halben Periodicitätsmoduln dieses Integrales und a einen Verzweigungs-

werth bezeichnet.

Greifen wir nunmehr eine der obigen Gleichungen

heraus, so findet nach Gleichung (41) der letzten Vorlesung die Be-

ziehung statt:

(14) t^'fdHi,, ^+ ^7)+ tffdH{,, ^+,„ ^r+i)+ • •+ C/^^(^.4>0

worin

- H{z, ^+ Z-)

ein hyperelliptisches Hauptintegral dritter Gattung bedeutet, welches

im Punkte ^,. auf beiden Blättern logarithraisch unendlich wird mit

der positiven und negativen Einheit als Coefficienten der Unstetigkeits-

function, und dessen sämmtliche Periodicitätsmoduln an den a- oder

an den ^-Querschnitten — wir wählen hier die letzteren — ver-

schwinden.

Nun ist aber auch, wie sofort zu sehen

f {z-z;)yB{z)

ein Hauptintegral dritter Gattung, da es als Coefficienten der loga-

rithmischen Unstetigkeiten in et und z7 ebenfalls die positive und

negative Einheit hat, und es wird somit nach bekannten Schlüssen

(15) / d H(0, ß^, ^7) = / , ^ ''/W-+ ^'•l^l+ ^'•2^^2 -\ +CrpUj,

sein, wenn ii^, u^, ... tip Integrale erster Gattung bedeuten, welche

so beschaffen sind, dass Uk an allen &- Querschnitten den Stetigkeits-

sprung 0, nur am &^.- Querschnitte den Sprung 1 hat, und

SO zu bestimmen sind, dass das Hauptintegral dritter Gattung auf

der linken Seite der Gleichung (15) an allen &- Querschnitten ver-

schwindende Stetigkeitssprünge hat. Setzt man dann wie früher

2t—

1
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SO wird u/, durch die Grössen J'k')(^) linear iii der Furm aus-
s?edrückt sein

(16) •" Uk = 4ü^»"K^) + äkxJ^'){z) H \- 4^_i J(i-i)(^),

und die d müssen den Gleichungen genügen

(17)

J<"' _J_ fl 7(1)
I

^hr-Ar''-^,

so dass sich allgemein

(18) d,a-{-~lf+ o

Ol

J(0)
''k-l

r(0)

j((T-i) j(a+i)
Ol Ol

• J"^""^^ t7*''+^^ • • •
j(-P-i)

h+ 1 ^A-+l
'

6^+ 1

J (0)

r(0)j(i)

j(0)r(l)
«2 6,

6p 6^

T(i9-1)

6p 6p ' Op

ergiebt.

Nach Bestimmung der Grössen dka, also auch der %, folgen

für die c die Gleichungen:

ip-i)

-{-Cri = 0. f
YW^)dz

{z~z;)yBlz)
L^ + c,2-o, .

so dass sich allgemein

(19)

"2p

fi
j/Uiz,.) dz

(z-z^)j/W{z)
+ c,p = ,

2p—

1

*2ff

j/B{z^)dz

{z~z^)yM{i)

2ff-l
ergiebt.

Mit Hülfe der nunmehr bestimmten Werthe der Grössen

cVi, Cr 2, ... Crp geht die Gleichung (14), wenn die ursprünglichen
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Hauptintegrale wieder eingeführt werden, in die folgende über:

' +
{
[^0^.+ 4'^.+u+ 4' c,^n + • • • + e.^.O ^t

+ [tfc..+ ^f^.+x.+ ^;'^.+.2
+

•
• • + e.^.^) ^2 +

•
•

•

• • • + («'%+ 4'^.+!.+ ^^.4-;+
•

• • + ^n-.y ^.

}

und es ergiebt sich somit aus (12), wenn in (20) der Reihe nach für

i die Zahlen

1, 2, ... /.

gesetzt, die so entstehenden Gleichungen der Reihe nach mit

fi P) A3) Ak) p ,(1) .(3) Ak) p AV) .(2) Ak-\)

multiplicirt und säramtliche Gleichungen addirt werden, ausserdem

|-(«^,, + <"".+„ + 4" <'.+.,+ • • + eA,)=^..

gesetzt wird, die weiter zu erfüllende Gleichung

(21) w f4:li^ + P) A^^ +
.

• + z^-^) A;

+ Ä;(^) r_f!::i^ . ^(^+1) f^'-^^ + . . . 4.^(2,,-!) r

dz

VBkz)

dz

Benutzt man jetzt die oben aufgestellte Beziehung (16) zwischen

Uk und den in der Reductionsformel des allgemeinen hyperelliptischen

Integrales vorkommenden Integralen erster Gattung

J(o)(0), J^'K0), .. J^p-'-Kz),

so wird durch Zusammenfassen der entsprechenden Integrale die

Gleichung (21) in

^-^^ V VW) ^ J VW) ^ ^' J VE

dz

'dz

VW)

+ ; • •
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übergehen, und somit als nothweudige und hinreichende Bedingungen

für das Bestehen derselben nach dem früher ausgeführten die folgen-

den liefern

(23) ¥>) = Z(i)= . . . = ?(p-i)= 0,

(^^4)

lip) j^(^M,,-\-M^,^ \- Mn)d,p _iH h {M,p +M^p^ \-M,p)dp,_r=(.

während der algebraische Werth qj/R{0) des nach Absonderung der

Logarithmen dann übrig bleibenden Integrales durch die Gleichung

(25) . . q =m
bestimmt ist.

Es erübrigt nur noch die Werthe der Jf oder wenigstens die in

den Gleichungen (24) vorkommenden Verbindungen derselben mit

den <?-Grössen zu ermitteln.

Geht man wieder von der oben aufgestellten Gleichung (15) aus

/' / 4- _\ r ]/w^)dz
dll{0 ,z^,s)=^l -^—r^=-=^ + CriWi+ Cr2W2 H \-(^rpUp

,

worin die Grössen c durch den Ausdruck (19) definirt sind, und

differentiirt die^e Gleichung, so erhält man

(26) ^^lkl^ls±l=^I}^+c,,'^+eJ^+...+cJ-^P-,
^ ' dz {z-s^)j/E{s)^ dz ^ dz ^ ^ ^ dz '

woraus sich wiederum, wenn

r = i, Je -{- 1, li -\- 2 , • • • n

gesetzt, die einzelnen Gleichungen resp. mit

h } ^1 • • • l'n-k

multiplicirt und sämmtlich addirt werden, nach Gleichung (14) die

Beziehung ergiebt

wenn statt des Index i— h der Index gesetzt wird, oder mit Be-

nutzung von (16), wenn die rationale Function

2B{z) r^wi^ _pwiö^] _ p{i) Qii)j^i^
,ctc>\ \ dz dz j dz / V

C28) F?r^ü^^ = «"(^)
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gesetzt, und die Gleichung (27) mit der Irrationalität yjti{2) multi-

plicirt wird,

(29) a^'//)=C,^tt,^^~+ t'o'^9 M,,d,o-\-t'^0^,M,,d,, + . .

.

i

Setzt mau endlich hierin

i = 1,2, ... Je, '

,

und addirt die so entstehenden Gleichungen, so folgt

(30)

1
Ol- r=i,k+ l,...n

-^

+[(iitf,,+iif2i+ • • +J/mKi + • • +(iifipH-ii/2,,4- • • -\-M,^)d^^]2

+
+[(ii/„+7?/2i+ . • +iitf.,)tZi^_i+ • • +(j/i^+Jf2p+ • • -\-M,,.)dj,,^,y>~\

Bemerkt man nun , dass auf der linken Seite der Gleichung (30)

eine in allen endlichen Werthen von z endliche Function steht, die

somit, da sie eine rationale ist, eine ganze und zwar höchstens vom

p— 1'"" Grade sein muss, so wird man durch Gleichsetzen der Coeffici-

enten gleich hoher Potenzen von unmittelbar die in den Gleichungen

(24) zu den Grössen

hinzuaddirten Ausdrücke in den Constanten des Problems gegeben

erhalten.

Man sieht unmittelbar, dass diese Rechnung auf den von vorn-

herein ersichtlichen Weg hinweist , die gefundenen logarithmischen

Ausdrücke differentiirt mit der Function unter dem gegebenen In-

tegrale zu vereinigen und nun das neue Integral als ein auf alge-

braische Functionen reducirbares zu behandeln; wir haben diesen Weg
hier eingeschlagen, um die Bedingungen der Reduction in den Grössen

M, also auch in den Grössen c, d. h. nach (19) in den Stetigkeits-

sprüngen der Hauptintegrale dritter Gattung an den ^-Querschnitten

ausdrücken zu können.

Es mag noch bemerkt werden, dass, wenn man die Grössen c

einzeln berechnen will, die folgende leicht zu entwickelnde Beziehung

das Mittel dazu liefert; setzen wir nämlich

/
VBitjäz

_ni,,t-^,n
{S-t)VB{3)

und den nach ^~ genommenen Differentialquotienten dieses in 5"*" und ^~

logarithmisch unendlich werdenden Hauptintegrales, welcher offenbar
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in denselben beiden Punkten von der ersten Ordnung algebraisch

unendlich wird

.

dniz, s+, r; _ ^^. o+ o->

endlich

worin

«2 a

= zi0, r, n,

-Jdn{^,t+, n=-^n,{t, n,

den Stetigkeitssprung des 77-Integrales an dem Querschnitte ha be-

zeichnet, so ergiebt sich mit Hülfe der oben eingeführten Be-

zeichnungen unmittelbar aus dem Satze von der Vertauschung der

G ranzen und Unstetigkeitspunkte die Gleichung

/

;+
r

dz{0, r, n+

5f " 5»

oder wenn die Stetigkeitssprünge des Integrales zweiter Gattung Z
an den &-Querschnitten mit

bezeichnet werden,

(31) J'dz(0, t, n
r

r

setzt man hierin für t, p verschiedene Werthe ein, so erhält man die

gesuchten Periodicitätsmoduln des Integrales dritter Gattung durch

Integrale zweiter Gattung, zwischen den ünStetigkeitspunkten jenes

Hauptintegrales genommen, durch algebraische Functionen und Pe-

riodicitätsmoduln von Integralen zweiter Gattung ausgedrückt, Rela-

tionen, welche jener bekannten Beziehung für elliptische Integrale

analog sind. So würde man die oben eingeführten Grössen c direct

berechnen können. Von der Gleichung (31) kommt man auch direct

zur Gleichung (27), wenn man r ^= i , h -\- \, li -\- 2 , • n setzt,
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alle Gleichungen addirt und das AbeTsche Theorem für die hyper-

elliptischen Integrale erster und zweiter Gattung anwendet.

Fassen wir nunmehr all' die erhaltenen Resultate zusammen, so

wird man zur Beantwortung der Frage, ob ein vorgelegtes hyper-

elliptisches Integral von der Form

F{z)dz

f- VBiz)

auf algebraisch-logarithmische Functionen reducirbar ist, folgender-

massen zu verfahren haben:

Man bilde die Gleichung

(32) T,[-
y~E [t] j

F{t)

_ Vli{t) _

+ • • • + ^.
F{t) =

und suche dieselbe durch Systeme von ganzen Zahlen T^, T^, . . . Tn
zu befriedigen ; mögen sich nun n— 7c solcher Systeme finden lassen

Tu
T

• T\n ,

• T'in »

J-n-kl J-n—k2 • • • J-n—lctit

welche von einander unabhängig sind, und mögen sich aus diesen

n — Ä;-Gleichungen (32) die Relationen ergeben

Vym)~ \ L ym .
(t-ik+i)

+ • • • + ^i/t

it-z,)-^

F{t)

L yw)
(t-^k)

'^

D Fit)

L yW)}
== ^n-il

F{t)

yn {t) j
-|- • • • -j- Xn—kk

F[t)

_ yBjt) ]'

so suche man den grössten gemeinsamen Theiler zwischen den Zahlen

U Ali Mi • • ^n—kij

worin i eine der Zahlen 1, 2, ... Ä bedeuten soll; sei derselbe 8i,

und werde

D
~s7

X..-
Äi) (i) (/)

gesetzt; so ist unmittelbar zu sehen, dass

(") 'i" + 4"+---+e.>p
sein muss, wenn eine Gleichung von der Form

von Verzweigungspunkten abgesehen, nur die Lösungen

Königsberger, hypeiell. Integr. 10
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und zwar

fach haben soll; denn bezeichnet man die auf die Verzweigungspunkte

bezüglichen s linearen Factoren durch N, so wird PW durch N theil-

bar sein müssen, und es würde, wenn

pw = N .
pii)^ B = N . B^, Q^"^ = g_^^

gesetzt wird,

(i) (0 (0

zu erfüllen sein, woraus, da die linke Seite wegen des unpaaren

Grades von P(^) jedenfalls ein Polynom ist, dessen Grad die Zahl

p übersteigt, folgt, dasa die Ungleichheit (u) befriedigt werden muss.

Geschieht nun der obigen Ungleichheit Genüge, so setze man,

wenn

<^+ if -\ + ^li, durch m, '

bezeichnet wird,
^ii) j(0 f(i)

{0-0,)' {0-0k+l) ' ..• {0— 0nY-''

= «0 + ay0 + a^0'^ + • • • + «m,—
i/'*"^ + ^'"S

ferner, wenn

die Verzweigungspunkte

von l^Riz) in irgend welcher Reihenfolge bedeuten, so dass also

X + A = 2^) + 1

ist,

N = c{0-ß,){0— ß^) • • . {0-ßy) = Co + Ct^ + C202 ^ ^ c.^"

und die zu bestimmenden Polynome

p(i) = Q^-{- Q^0 + ^2^^ H h P/"^^

qii) = 0^^J^0^z + (?2^- H + dvZ",

worin, was im allgemeinen Falle stets erlaubt ist,

2^ -\- 7c = Mi, 2v-\-X = mi —

1

gesetzt werden darf, dann werden die gegebenen ;g-Grössen der Gleichung

genügen müssen, also die folgende Identität
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—
((;o+ (>i^+(?2^2_j \-6yZ''y {d^-{-d^3+d,z'''-\ \-dxZ^) =

stattfinden, wenn die oben gestellten Bedingungen erfüllt sein sollen.

Man sieht aber leicht, dass, wenn man auf beiden Seiten dieser

letzten Gleichung die Coefficienten von z'' einander gleichsetzt, sich

die Beziehung ergiebt

+ C2 {Qo Qt-2+Q\ P« -3+ ?•) Qt-i-\- • •)— ^2 (^'O ^*-2+ <^1 ^'^-S+ <^2 <'r-44- • •)

+ -
+ Cr-2((>o(>2+ i?l('l) — ^^_2(öo<?2+ l<^l<^l)

in welcher
T = 0, 1, 2, . . . trii

zu nehmen ist, und es wird nun darauf ankommen, die Coefficienten

Qq, Qi, . . . Q^c, <?,) ? (ii, • ' <}v

SO zu bestimmen, dass diesen Bedingungsgleichuugen Genüge geschieht;

gelingt dies, so dürfen wir die oben für die Grössen

gestellte Forderung als erfüllt ansehen

Die obige Gleichung in den q- und <?-Grössen ist jedoch in diesen

vom zweiten Grade, und wir wollen, um die Bestimmung jener Grössen

zu erleichtern, noch ein anderes unmittelbar ersichtliches Verfahren

angeben, welches die gesuchten Grössen aus linearen Gleichungen

herzuleiten gestattet.

Man unterwerfe in einer ganzen Function jp(') vom

2

Grade, und in einer ganzen Function q^^ vom

Ai) I Ai)
1 . . . 4_ f(i) 1 <,

2 ^

Grade, worin s so gewählt sein muss, dass diese Gradzahlen ganz

und positiv sind (Null eingeschlossen), die sämmtlichen darin ent-

haltenen Constanten, deren Zahl

ist, der Bedingung, dass die Function
10*
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A V»loifnnrpor> fnv « /.,für z= z. selbst nebst ihren t^^ — 1 ersten Ableitungen, für z = z,
,

nebst ihren v) — 1 ersten Ableitungen , u, s. w. , endlieh für z = z

nebst ihren t . — 1 ersten Ableitungen für den einen oder den andern

Werth der zugehörigen Irrationalitäten verschwindet, somit

Bedingungen; erfüllen nun diese Constanten die ihre Anzahl über-

steigenden ßedingungsgleichungen, so wird

jedenfalls durch

/O /i) /«)

{Z— Z^)\{Z-Zl,J^yy . ..{Z— Zn)''-^

theilbar sein, und somit

weil es vom Grade

ist, von den in N enthaltenen Verzweigungswerthen abgesehen, nur

die bezeichneten Lösungen in der angegebenen Vielfachheit besitzen.

Man kann unter der Annahme, dass die ^-Grössen, welche

Lösungen der Gleichung

sein sollen, sämmtlich verschieden, also • •

Af) M) Äi)
1

sind, die Bedingungsgleichungen leicht weiter reduciren. Setzt man
nämlich

'V/W "^-^ ^i-^^ 1

pi') = r^^ ^ r^z -\- r^z"^ -j- ' • -{- Tfi.z'^'

g<') = So 4- «1 ^ + «2^' H h Sv^
,

und nennt jene nii in Frage kommenden z Werthe

bl > fe2 ? • • • =«,• }

SO werden, wenn die Grössen

f
j

, £2, ... £toj.

die positive oder negative Einheit bedeuten, nach den eben gemachten

Auseinandersetzungen die Gleichungen bestehen müssen
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U+ r,U +r,t, + + '•,;? = '.2" «.)/4if

U-¥r,U +r,6^ +... + ,
.^_.gJ-

= .,4<"(y/-^(^^

Wird nun

gesetzt, so ist bekanntlich

wenn
h ^Mi — 2

ist, und wenn man daher die oben aufgestellten m,- Gleichungen der

Reihe nach mit

f.k f.k fJc

nmltiplicirt und addirt, worin

^ + f*i ^ Wi — 2 oder ^ ^ —^ ^

genommen wird, so ergeben sich die nachfolgenden Beziehungen:

1 ,/Äi(W

^. -4r «"^(w j/§if + s. ^gr «"^«^)/w +=1

r(^i

-2 -^; 2

-—:: 2

+ ^"'<T(?3-«'"«-<)/' TOJ
welche für die
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m.-\-s

2

Coefficientenquotienten der gW -Function —^^ 1 lineare Bestim-

mungsgleichungen darstellen , nach deren Elimination noch p durch

die Grössen

= 1 > »2 ' • • • »'»j

identisch zu erfüllende Gleichungen übrig bleiben.

Man kann endlich noch in anderer Weise prüfen , ob die Werthe

^;, 0!c+i, • • • Zn die alleinigen Lösungen von der angegebenen Viel-

fachheit von einer Gleichung der aufgestellten Form sein können,

wenn von Verzw^eigungswerthen abgesehen wird, und zwar kann man
sich dabei eines für elliptische Integrale bekannten Verfahrens bedienen.

Es soll zuerst gezeigt werden, dass man jedenfalls eine Gleichung

von der Form

bilden kann, welche durch

theilbar ist, und für welche der Grad des Quotienten < p ist. Bildet

man nämlich eine ganze Function S des t^*^ 4- t^'^ -I- . . . -U t^'^ — licn
'~' V ' i > I n — Jc

Grades , welche die Bedingung erfüllt, dass mit Berücksichtigung der

möglichen Werthe der Irrationalitäten

u

für jedes endliche z endlich ist, wozu offenbar die Zahl dpr Constan-

ten hinreicht, so wird

durch u theilbar sein, und ebenso wird, wenn

q = L, p = SL — Ku
gesetzt wird , worin K und L noch näher bestimmt werden sollen,

auch

p j/N— q'VBi also auch p'^N — q'^B^,

wie durch unmittelbare Ausrechnung ersichtlich ist, durch u theilbar

sein. Werde nun zur näheren Fixirung der Grössen K und L der
o

rationale ächte Bruch — in einen Kettenbruch verwandelt, un din der

Reihe der dem Grade nach steigenden Zähler und Nenner der

Näherungswerthe des Kettenbruches für L der Nenner i„ desjenigen

Näherungswerthes gewählt, für welchen der Grad desselben kleiner

ist als der Grad der Function

/
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während der Grad des Nenners des darauf folgenden Näherungswerthes

schon grösser sein soll als eben diese Zahl, die der Annahme, nach

nicht ganz sein kann, und sei endlich K der Zähler K^ eben dieses

Näherungswerthes, so ist sofort zu sehen, dass der Grad der Function

wenn unter dem Grade einer Function der Exponent der Anfangs-

potenz in der Entwicklung derselben nach fallenden Potenzen der

Variabein verstanden wird, kleiner als der Grad der Function j/R

ist, da nach einem bekannten Satze

ist, worin Xn+i eine acht gebrochene rationale Function bedeutet, und

der Grad von

/B

l^Lyuj/--,^!-.

/«/f-
jedenfalls negativ ist. Ferner folgt aber auch, dass der Grad der

Function _
p'VN + qVB^

Vu

da er wegen des unpaaren Grades von B derselbe sein muss, eben-

falls kleiner als der von }/R ist , und es wird somit der Grad der

rationalen Function

welche eine ganze ist, kleiner als der Grad von j/B also höchstens^

sein. Es wird aber leicht eingesehen werden , dass dieser Grad Null

sein muss, wenn vorausgesetzt wird, dass es eine Function von der

Form giebt •

par-N—qUT-B^,

welche bis auf eine multiplicatorische Constante der Function u gleich

ist. Denn da die Ausdrücke

'JYY+JV^, p(oyn+ gC) y B^

mit entsprechenden Zeichen der Irrationalitäten genommen für alle

Lösungen von m = in derselben Weise Null und unendlich werden,

so wird ihr Quotient
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p'VN-\-qV% p^'^VN-q^'^VM, n-kyjR
nur noch für alle die Lösungen des Polynoms

p'^N — q^Bj
u

Null und unendlich sein können, und daher

von einem Grade sein müssen, der nicht grösser als p ist, wenn die
Verzweigungspunkte abgesondert sind, was offenbar unmöglich ist.

Es folgt daraus, dass das oben gefundene Polynom

(«) ^""1^ ~ q'^Bi
von einer Constanten abgesehen mit u zusammenfällt, und dass man
somit, wenn nach der oben angegebenen Methode die Grössen p und
q durch K^ und Z„ ausgedrückt gebildet werden, das Polynom (a) vom

4" + «f + • • + e.
ten Grade sein muss, wenn der ursprünglich gestellten Bedingung
überhaupt soll Genüge geleistet werden.

Lassen sich nun für alle oben aufgestellten -s- Verbindungen
Gleichungen von der Form

finden, welche ausser den resp. Werthen

^1 ; ^k+1 , . . . ^n

,

^2> ^k+X, • . ' Zn,

^ky ^k+1, • ^n

mit der entsprechenden Vielfachheit

• . 4"- 4", • e.

h ' h y • • • K-k

f(*)
Äk) Ak)

\ j h ' • • • h-k

nur noch Verzweigungswerthe zu Lösungen haben, so bilde man die
Summe

dann wird L{s) das Aggregat der im reducirbaren hyperelliptischen
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Integrale vorkommenden logarithmischen Glieder darstellen. Setzt

man sodann

dL{z)

dz '3 c^

F{t)

ynit).

.i..{«.'.<^'-p«.^^]_p...« (j,
dB(z)

(i-Zi)'

p(i)'-Qii)'B{z)

dz 1
I

VW)]

VW)'
so müssen ferner mit Zugrundelegung der früher eingeführten Be-

zeichnungen noch die Bedingungen befriedigt sein

^ r Fjt) rF^{t)dti _ r F{t) rF^{f)dt -\_^

2j l^^wJ VW) v,„)-i LK^J vm) J ,_i

für die Werthe r = 0, 1, 2, . . . _p — l , und

F{t) — q>{t) rF^(t)df^ \F{t) - cf

2r L"m*I
-F{t) — (p{t) fF^{t)dt

Za

W) J ,-1 L ^^i*)
(t-za)

VBit) J^_i
=

für die Werthe r=p, i?+l , ... 2p— 1; sind alle diese Bedingungen

erfüllt, so ist derWerth des algebraischen Theiles jenes hyperelliptischen

Integrales

\<i[F(t) r dj 1 _ rz2L r ^* 1 1/^,
^ Za

"

welcher mit L{0) vereinigt die algebraisch-logarithmische Darstellung

des gegebenen Integrales liefert.



Nennte Yorlesnng.

Die Multiplication und Division der hyperelliptischen Integrale,

Das in der sechsten Vorlesung behandelte Abel'sche Theorem
führt unmittelbar zur Aufstellung des Multiplications- und Divisions-

theoreras der hyperelliptischen Integrale.

Sei n eine ganze positive Zahl, so lässt sich der Ausdruck

.. r'f{x)dx ,
r'f{x)dx ,

, r^f(x)dx

worin f(a:) eine mit beliebigen Coefficienten versehene ganze Function

p— 1^''" Grades, B{x) ein Polynom 2p-{-V^'' Grades ist, nach dem
Additionstheorem in eine Summe von p anderen gleichartigen Inte-

gralen verwandeln, so dass

/i\ i' f[x)dx . f* f{x)dx
,

^ j rnix) ^ j vb[x)
^

/ f{x)dx j_ /* f{x)dx j^

j l/wT J VW)
wird, worin die Grössen

'!> b2> ^P

Lösungen einer Gleichung p*^" Grades

(2) . . . |p + P,|P-i+ ... +P^_,^ + P^ =
sind, deren Coefficienten rational aus den Grössen

(a) . . x^, x^, . . . Xp, VRipc^), fRix.^), . . . }/lt{Xp)

zusammengesetzte und in Bezug auf die Werthepaare

Xa, yB{Xa)

symmetrische Functionen vorstellen, während die zu den |- Grössen

gehörigen Irrationalitäten , wie bekannt, rational aus den resp. | und

den Grössen (a) gebildet sind und in die Form gesetzt werden mögen

(3) /RX^a) = -F(^a, x„ x.„ . ..Xp, j/Bjx^)
,
yB{x^) , ... yR{Xp))

.

In Betreff der Gleichung (2) lässt sich im Allgemeinen nur ähn-

liches aussagen, wie das in der siebenten Vorlesung über die Form der

allgemeinen algebraischen Transformationsgleichung hervorgehobene.
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Wenn jp grade oder n ungrade ist, setze man

p{n -\- 1) = 2m,

und indem man dann den Ausdruck

pix) — q{x)l/'R{x),

in welchem p{x) vom w*^°, q{x) vom w— p — 1*^° Grade ist, nur der

Bedingung zu unterwerfen hat, dass derselbe mit seinen w— 1 ersten

Ableitungen für die Werthe

^
1 ; "^2 > ' ' ' P

verschwindet, sieht man unmittelbar, dass sich zur Bestimmung der

Coefficienten yon p{x) und q{x) ein System linearer Gleichungen er-

geben wird, in welchem die Coefficienten von p{x) mit rationalen

Functionen je einer der Variabein x^, x.^, ... Xp, die Coefficienten

von q{x) dagegen mit einem Producte ebensolcher Functionen in die

resp. Irrationalitäten

yR{x{)
,
yB{x^), .

.

. yR{xp) ,

multiplicirt sind; ist dagegen p(n-^\) eine ungrade Zahl, so wird

man bekanntlich, wenn a eine Lösung der Gleichung B{x) = ist,

nur in derselben Weise für den Ausdruck

{x— a) F{x) - Q {x) YR{x) •

zu verfahren brauchen und zu denselben Eigenschaften der Coefficien-

ten der einzelnen Functionen gelangen.

Wir können jedoch dieses Theorem von der Multiplication der

hyperelliptischen Integrale noch anders auffassen.

Stellt man sich nämlich die Aufgabe, den Ausdruck

n fC^J VB{x)

in eine Summe von p gleichartigen Integralen der Form

«1 ^. ^P

r f{x)dx ,
r f{x)dx , _|_

/ • f{x)dx

J VEix) "^J VBix) J VR^)

zu verwandeln, so wird man, wenn

n -{- Q -\- p = 2m (wo n -\- q > p zu wählen)

{x—a^){x—a^) '• {x— ag) = Bi{x)

{x—KQ+i){x— a^+2) • • • {x — a2p+i) = Roi^)

gesetzt wird, nur den Ausdruck

(b) VRi(x)P{x)-]/Rjx)Qix),

in welchem P{x) vom m — p*^*», Qix) vom m— p— 'i^^'' Grade ist,

derart zu bestimmen haben, dass derselbe mit seinen n—1 ersten

Ableitungen für

x = Xi und yR[x) = j/R{Xi)
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verschwindet, und es ist unmittelbar ersichtlich, dass, weil der Werth
von yR{x^) gegeben ist, auch die Werthe von YR^ix^) und j/R^i)
in den aus (b) durch successives DifFerentiiren hervorgehenden in

eben diesen Wurzelgrössen linearen homogenen Gleichungen als ge-
geben zu betrachten sind, so dass, wenn

Pix) = ürn-g a;«-e + am-g-lX^-9~^ _f-
. . . _|_ «^

Q(X) = h„,-p_iX'»-P-'-\- hm-p-2X"'-P-^ -I-
. . . _|_ ?,^

gesetzt wird, die ßestimmungsgleichungen für die Coefficienten dieser

Functionen sämmtlich die Form haben

{am-Qfm-Q{x^) -j- a„,-g-ifm-Q-iix^) + • • • )]/R^Jxi)

+ {hm-p-lF^_p_i(Xi) + hm-p-2F„,^p_2{Xi) -\ ) j/ü^i^i) =
wobei in den einzelnen Gleichungen die Functionen f und F rationale

Functionen von x^ bedeuten.

Daraus folgt aber unmittelbar, dass die Grössen a Producten

von rationalen Functionen von Xi in die Irrationalität j/R^{x^) pro-

portional sind, während sich die Grössen b wie die Producte eben-

solcher Functionen in ^R^(x^) verhalten, und wir schliessen somit

aus^ der Identität

R,[x,)P{x,Y - R,{x^) Q'ix.y = {x-x,r{x-l,){x-^,)-..{x-l,),
dass die Coefficienten der Gleichung

(x-i;){x— l^)-''{x~lp) =
oder die rationalen symmetrischen Functionen der Gränzen der Inte-

grale der rechten Seite der Gleichung

U). . n fJM£^ _ rf{x)dx
. rf{x)dx

,
r^fjx^dx

j yiiicc) J VW) J vrW) "^j VBi^)

rationale Functionen von x^ sind, während die zugehörigen Irratio-

nalitäten, wie unmittelbar zu sehen, sich als Producte von yR{x^)
in Functionen darstellen, welche rational aus x^ und den zugehörigen

^-Werthen zusammengesetzt sind.

Ich gehe jetzt zur Behandlung des umgekehrten Problems, des

DivisionsproUems der hyperelliptischen Integrale über.

Aus der Gleichung (1) folgt

(5) /'/M£^ 1 I fhx)d x ^ l_ rf{x)dx ,. J_ /fix) dx

\J VB{x} ~^ '"^ J VMx) nj y^) -i T nj ^^^ -'

worin wir uns jetzt die Grössen

^u I2, --'ip, vmx)> j/m^, • • • vmp)
gegeben denken, und es wird die Aufgabe gestellt, die Grössen

x^, x.^, . . . Xp, YRÄ^), VWp^), • • • VR{oCp)
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ZU ermitteln, oder auch aus dem durch die Gleichung (2) bestimmten

Gleichungssystem .

•

if+p,^f-^+..- + p^ = o

(6) ^^+Piir+--- + ^i.=o

i; + pj;-^+-.- + p, = o

die Werthe von x^, x^, . . . Xp als Functionen der | und der dazu-

o-ehörigen Irrationalitäten auszudrücken.

Bezeichnen wir die 2p Periodicitätsmoduln des Integrales

' f{x)dx

f
an den früher definirten Querschnitten ajc und hk mit

Ja^ und Jj^,

so ist leicht zu sehen, dass, wenn man zur linken Seite der Gleichung

(5) eine Summe von Integralen der Form

hinzuaddirfc, in welchen

beliebige positive ganze Zahlen von bis w — 1 bedeuten sollen,

und man sich ferner |) Integrale mit den oberen Gränzen t^j, y\^^ . . rjp

aufgestellt denkt, die der Gleichung Genüge leisten

(7) m^Ja,-{-n^2Jc^-{ \-mpJaj,-\-mp+iJb,-\-mp+2Jb,-] hm^pJop

Vi Vi ^P

_ ,,
rmäx ,

r fix)dx_ ,
/' n^)dx

sich jedenfalls die so entstehende linke Seite der Gleichung (5) wieder

in die Summe von p gleichartigen Integralen wird zusammenfassen

lassen, welche wir mit

? f{x)dx , r f(x)dx . , r f{x)dx

J vitico) '^J vrxx]
"*"

"^J yB{x)

bezeichnen wollen, und wenn wir diese Summe wieder mit n multi-

pliciren und nach dem Abel'schen Theorem die Gleichung bilden

r f(x)dx ,
,
^ r f x)dx r f{x)dx .

,
rf{x)dx

so folgt unmittelbar, dass, weil



158 . Neuntü Vorlesung

J VS(x) ^ J VM{x)
^

J V

J VBi^) ^ J VW) ^ ^V'fwr
5« ^2 Vp

^ J Vm ^ J VBW) + +V VBi^)

x)dx

VM'icc)

Xp

Xp

'P

f(x)dx

ist, auch

rf{x)dx . r^nx)dx ^ rj{x)dx_ r
J yuix) "^ ^J VW) J'vm '^""^J'VW)

+ n^^Ja,-\
f- m^ Ja^-j- m^+iJ,^ -|

f-
m^p J,^

sein wird, d. h. es unterscheiden sich die einen Integrale von den
andern nur um ganze Vielfache der Periodicitätsmoduln, oder es

werden die Integrationswege dieser Integrale verschieden sein, während
die oberen Gränzen dieselben bleiben.

Wir erhalten somit das Resultat, dass die Werthe ^/, x^, . . . x'p

ebenfalls dem obigen Gleichungssystem (6) genügen, in welchem die

Werthe ^^, l^, ... |^, dieselben bleiben. Da nun die Grössen m^,
W2, ... m2p alle Werthe von bis n—1 annehmen sollen, so
werden wir

Combiuationen von durch n getheilten Perioden erhalten und somit
auch n^P Werthesysteme der Grössen x, welche sämmtlich dem Glei-

chungssysteme (6) genügen, und die wir durch

xl'^ xi'^ . . . x''^
''i

"^2

(c) x^}^ x^y . . .
.rW
^;

^fff-l) ^((T-1) (a-l)

b^eichnen wollen, worin die früheren

x^, x^, ... Xp durch icf x^^^ . . . x^^^

dargestellt sein solleh.

Aber man kann auch das Gleichungssystem (6), welches ausser

den Grössen a^j , x^, ... Xp noch die zu diesen Grössen gehörigen
Irrationalitäten

(d) y^K), vw^), • • • vw^)
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enthält, so umformen, dass es von eben diesen Irrationalitäten frei

ist, dass aber dafür die zu den Werthen |i, l,? ... ^p gehörigen

Irrationalitäten

(e) /i%), Vm^), ' • VWp)
eintreten; denn da nach Gleichung (3), wenn in dieselbe der Reihe

nach
tt = 1, 2, . . . p

gesetzt wird, sich p Gleichungen ergeben, aus denen sich die Grössen

(d) offenbar als rationale Functionen der andern darin vorkommenden

Grössen berechnen lassen, so werden wir ein System v. n Gleichungen

von der Form erhalten,

F, (.r,, . . . ^,, i,, . . . i„ vbW) , ' ' vmS) =0

(8) . . F,(x,, ... xp,i,, ... %, v'mi),

'

• •
/j^'(y)=o

Fp{x„ . . . xp, ii, . . . g^, VRW)r • • • VRW))==o,

das ebenfalls mit Beibehaltung der Werthe

I,, ... 1^, v'm,), . ..vWp)
durch das Werthesystem (c) befriedigt wird; ebenso leicht ist ein-

zusehen, dass das Gleichungssystem (8) andere gemeinsame Lösungs-

combinationen als die eben bezeichneten g nicht besitzen kann, da

das w-fache Multiplum der zugehörigen Iiitegrale auf die Summe der-

selben p Integrale mit den Gränzen li , |,; • • • % führen müsste.

Bezeichnen wir jetzt durch

i: «'. 4°'.
• • <')

irgend eine ganze symmetrische Function der Grössen

in welchen a eine der Zahlen 0, 1, 2, ... 0—1 bedeuten soll, und

denen das Werthesystem

m^ , ^2 , . . . m^ , w^+ij • • • '"'ip

entsprechen mag, werden ferner 2p Lösungen der Gleichung

.^™ = 1

mit
'9'j, 0"^, . . . Q'2p

bezeichnet, und der Ausdruck

gebildet, so soll die charakteristische Eigenschaft der Summe

%f\f . .
. <« ^(4°', 4"', •••<')=* (^ '.

^"'.
• •

^'""")
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gefunden werden, worin

eine von allen x des Systemes (c) abhängige ganze Function bedeutet.
Vor Allem ist leicht einzusehen, dass die ^-Function als rationale

Function der Grössen

a;W a.(o) ™(0)

dargestellt werden kann. Aus der Beziehung

r f{x)dx . r f{x)dx r f{x)dx

= f f(^)d^
1

/• fix)dx
, rJM^^

_ rnx)dx ^ rf(^x)dx rj(x)dx
, . rfix)dx

J VB,x) ^ ^J VBi^ -^J yji^^ '^""^J-yWr
folgt nämlich nach dem AbeTschen Theorem, dass

die Lösungen einer Gleichung _pt«" Grades sind, deren Coefficienten
rational aus

4"', 4°', *•
• • <'/ /^), /rW), /^)

nT. ^r, • • • <', /^), /^), . . . j/r^)
zusammengesetzt sind, oder auch, wie unmittelbar aus der oben ge-
machten Auseinandersetzung zu erkennen, von den 9^-Grössen und
den zu diesen gehörigen Irrationalitäten abgesehen, rationale Functionen
der Grössen

(f) .

.

x';;\ xf,

.

. :rf , I,, I2, . .
. I,, )/R{^, VW2), - • • Vmp)

sind; dahet wird die symmetrische Function

cp{x'^\ x["\ . . . xl")

der in dieser enthaltenen Grössen sich rational durch eben diese
Grössen (f) ausdrücken lassen, und dasselbe gilt von der Function

die als rationale Function der Grössen (f) durch

t{x''\ x''\ . . . x'''-'') == W{xf, xf, . . . x'^)

bezeichnet werden möge.
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Es tritt jetzt die Frage auf, was aus der Function ^ wird,

wenn an Stelle der Urössen x^^\ x^^\ . . . x^^^ eine andere Werthe-

combination
J.r) ^f) .A>-)

gesetzt wird; man sieht leicht, dass

(9) . . *-«', 4", . . . <>) = *(:^'", x''*'\ . . .

:«"+"-")

ist, und da a;'«+'">, wie aus der Definition hervorgeht, zum Index

m'-"^-\-m^[^ gehört, und ein Ueberschreiten der Zahl n durch diesen

Index von den entsprechenden nach n congruenten kleineren Indices

abgesehen nur ganze Periodicitätsmoduln hinzufügt und daher die

Integralgränzen nicht ändert, so folgt

(10) w{cc<p, 4', ^;;')=*r'»'V"'" • *r5'r(4«', 4»'.
.
.x^')

,

und daher, weil

n^" Einheitswurzeln sind,

Hieraus ergiebt sich aber, dass

eine rationale ganze symmetrische Function der dem Gleichuugs-

system (8) gemeinsamen Werthecombinationen ist und sich somit

rational durch die Coefficienten dieser Gleichungen d. h. rational und

ganz durch

ausdrücken lässt, und wir wollen diese Beziehung in die Form bringen

W{x'^\ x':\ . . . a;f)= f «(li, I2, . . . ^„ yBa,), /E(y ,
^ii(y),

worin eine ganze Function der in ihr enthaltenen Grössen be-

deutet, oder

Königsberger , hypereUipt. Integr. H
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(11) . . °S*r'°'»r^°'---»:^V(4°ur, ••<•)

Bildet man nun aus den n Lösungen

'9',
, -^2 1 . . . xfn

der Gleichung

#"=1
alle möglichen Verbindungen mit Wiederholungen zur 2^'''" Klasse,

deren Anzahl n^P= ö ist, und die durch

&n 9'2i ... d'^pi

'^'12 "^22 . • • '^'2^2

^la '9'2(T • • • ^2pa

bezeichnet werden mögen, und setzt diese der Reihe nach statt der

Combination

^1) ^2} • • • ^2p

in die Gleichung (11) ein, so wird sich, wenn die entsprechenden

Werthe von w mit

bezeichnet werden, das in den ^p-Functionen lineare Gleichungssystem

ergeben

^' -^12 '^22 •
• •V 9K S 4 ' • • * ^p )

(12)

,(«) o»(«) ml")
V 2J^1o ^2a • • • %pl' Cp{x[\ X[\..,X^^)

.0

woraus jede der qo-Functionen als lineare Function der rechten Seiten

dieser Gleichungen, also
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(13)
.' ^(4«', 4^...<') . ^ .

+ Ä, fco, (§,,.. .%,]/Wd^ • • 'VWp))

_l_
. . . _f_.j^ /^a,,fe, . . . ip, Vmx;), . . ./^(17))

folgt.

Da aber die gj-Function irgend eine ganze symmetrische Function

der in ihr enthaltenen Grössen bedeuten sollte, so ergiebt sich, dass

die Grössen

X^, X,, • • • ^Pi

ivelche der Gleichung

genügen, die Lösungen einer Gleichung i^**" Grades sind,

deren Coefßcienten sich als lineare Functionen von w'«»

Wurgeln aus Functionen darstellen lassen, welche rational aus

zusammengesetzt sind.

Es ist aber leicht zu sehen, dass sich die w**^" Wurzelgrössen

n, n, n,

/w,, ya^, . . .j/(0

sämmtlich als rationale Functionen von 2p von ihnen ausdrücken

lassen. Denn führt man die n'« Einheitswurzel

2jt_c

ein, und setzt

n/~

(14)

=f^r,ß„. .
. ip, ^i2(ii), • .

. v~mp)),

11'
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so folgen, wenn statt der Grössen

^f , xf, ...xf die Werthe x'p, 4\ /. .
^^

substituirt werden, aus der Beziehung (10) die nachfolgende:

lationen

:

^F, {x[^\ <^ . .
. <^) = &-''''^'

-^^ (^r. xf\ . . . :.;')

(r)

(15)
"f. (^r .

<', • • <') ^ ©-'"=
f'. (^r, 4^ • • • <')

3'.p(4''', 4". • • <') = 0~'"^'''i'»^(4°', 4°', . .
. X™,.

Greifen wir nun irgend eine der Grössen

'i"%T, 4»i,
. . . .;) = ^*;fi>:f . . . <fV(4°', 4°'. • • -r

)

n/

heraus und setzen

&'iQ &*', d-2^ = ®'\...^2p, = &''P,

SO wird sich ebenfalls aus der Beziehung (10) die Gleichung ergeben

(16) 'i^^''«^<^...<^)

und somit aus (15) und (16) die Relation folgen

*1 1,^1 ^«'a ' • • -^p J *2 1^1 » ^2 > • • -^ja j • • • *2/(^l ' ^2 » • •
-^i, )

„,(?) / (0) (0) (0).
'

Beachtet man endlich, dass hiernach die rechte Seite der letzteren

Gleichung, welche in die Form

j_ "^ »p"" (4'", 4°'. •<')
<- Zr ^'.

(^i"',
,<.•

. . . ^«) ip'. (4«) 4«i,
.

^<«)j
; , .
^ ',, (^<.,^ ^<.. ^^.j

gesetzt werden kann, wieder eine rationale symmetrische Function
der gemeinsamen Wurzelcombinationen des Gleichungssystems (8) ist,

sich also rational durch die Grössen

^1, ^2, • • • In vmV), yii{Q, .

.

. vmV)
ausdrücken lässt, so folgi, wenn dieser Ausdruck durch
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^-(>" (I,, §2, . .
. ^p, VBW). yiiW), . j/Wp))

bezeichnet und für die ^i*"-Functionen wieder die w*«'" Wurzeln aus

den ta-Grössen gesetzt werden, die Beziehung

X [fco.., (^p .
. li> ,

yiiW) , • • VBTQ)_

und es ist somit gezeigt, dass sich sämmtliche n^"" Wurzeln, welche

in den Coefficienten der Theilungsgleichung vorkommen, rational

durch 2p dieser n'''" Wurzeln ausdrücken lassen, und daher jeder dieser

letzteren n^'"^ Wurzeln in den Gleichungen (12) alle Werthe beigelegt

werden können; es ergeben sich aus allen Combinationen die ver-

langten n^p Wurzelwerthe.

In die Auflösung dieser Theilungsgleichungen traten , wie aus

der obigen Auseinandersetzung ersichtlich, die Grössen rji, >J27''-^p
und die zu ihnen gehörigen Irrationalitäten ein, welche durch die

Gleichung definirt waren

(18) m, Ja, -\-m.^Ja^-\ f- nip Jap+ W^+l Jb,+ ^^+2 Jb^-\ h m2p Jöp

und mit den besonderen Eigenschaften dieser Grössen wollen wir uns

nunmehr beschäftigen.

Sei
, ^ . .

'

n = q^rQ . . . s"

,

worin q, r,...s verschiedene Primzahlen bedeuten, so wird man die

Gleichungen
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V^^' <>
f{x)dx

(19)
.;•'• ^r -P j yjt^^^

. j ^jjj^

definirten Divisionsprobleme der ganzen Vielfachen der Periodicitäts-

moduln zu lösen, so wird die Addition aller Gleichungen

vi'^ < v,f' ,f= Cfi^)äx
, ,

rf\x)dx
, rf(x)dx .

,
/

J ?/i?^..)
"^

~*V ?/i2(^) "^J >ii(^ "^ *

'"^J

"f{x)dx

f{x)dx

1 I
f'f(x)dx ,

/'

"^^J KIT-) "^~^J>'^T^)
liefern; wenn dann nach dem Abel'schen Theorem die dp Integrale

der rechten Seite zu p Integralen vereinigt werden, so dass

V/> n^;^ v^^^ nf

/
f{x)dx

,
,

rfjx) dx .
,

rf\x)dx
,

rf{x)dx

V'Eix)

'{x)dx_ rf{x)dx
, rf{x)dx_ n\

J VbXx) ~^J VB[x)
~^

'j VBix)

wird, worin -j^j, ri^, - • • rip Lösungen einer Gleichung p'«" Grades be-

deuten, deren Coefficienten rational und symmetrisch aus

zusammengesetzt sind, so wird das in der Gleichung (18) gestellte

Problem gelöst sein.

Wir haben uns daher nur mit einer der Gleichungen (19) d. h.

mit dem Divisionsproblem der Perioden für eine Primzahlpotenz zu

beschäftigen 5 aber es genügt, das Problem für eine einfache Prim-
zahl zu behandeln. Denn sei dasselbe für eine einfache Primzahl

gelöst, welche der Gleichung angehört

so wird, wenn

^g., rf{x)dx fi{x)dx ~rf[x)dx
, , /f{x)dx
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gesetzt wird,
j(i) j(i)

/ao^ T . I T ^" rf^x)dx , , . rf(x)dx

hervorgehen; aber die Auflösung des durch die Gleichung (21) defi-

nirten Problems ist nach den früheren Auseinandersetzungen durch

^te Wurzeln herstellbar, wenn wiederum das Problem der Gleichung

(20) als gelöst betrachtet wird-, schliesst man so weiter, so ergiebt

sich, dass das in Gleichung (18) gestellte Problem nur für den Fall,

dass n eine einfache Primzahl ist, zu behandeln sein wird.

Führt man der Einfachheit der Bezeichnung wegen für die 2^j

Periodicitätsmoduln die Grössen

e/j; t/2> • • • «2^

ein und setzt

h = ^1 ^1 + ^2

(23) . . h =^iJi + ^iJo + ^3

worin die Grössen

Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... w — 1 bedeuten sollen, so erkennt

man sogleich, dass sich für jede Werthecombination der Grossen

/Wj, m^, . . . 'ni2p

eine Beziehung von der Form aufstellen lässt

(24) . m^Ji + • • • m2pJ2p = mir + w (Äj J^ + • • ' + hpJip)]

denn wird die letzte nicht verschwindende m-Grösse mit nik bezeichnet,

so setze man r = Jc^ stelle die Relationen auf

m= nik , m /ii_i

=

nik-i (mod n), ?n (1^-2

=

»W/t-2 (mod w) , . . . m[ii — m^ (mod n)

und bestimme, was, weil n eine Primzahl, stets möglich ist, hieraus

die Grössen fii ,
jitj , ... i^k-x •

Dadurch ist aber gezeigt, dass der Ausdruck

sich von dem Ausdrucke

nur um ganze- Vielfache der Periodicitätsmoduln unterscheiden wird,

und somit statt der Gleichung (18) die Beziehung

(25) . . .m{^l-J, + ^J, + .-. + ^J,-. + ^j)

__ r f{x)dx ,
r f(x)dx . , r f{x)dx
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zu Grunde gelegt werden kann, in welcher h jeden Werth von 1 bis

2p bedeuten darf, die Grössen ft,, ^^, . . . ^^._i alle Zahlen

0, 1, 2, ... n— 1 vorstellen und m aus der Werthereihe 1, 2, . , . w—

1

zu nehmen ist.

Seien jetzt in Gleichung (25) /*; sowohl wie die Werthe ^j, yi.^, . . ft^_i

beliebig, aber fest gewählt, und werde, wenn q eine primitive Wurzel
der Primzahl n bedeutet,

m = Q^

gesetzt, so bilde man ähnlich, wie oben im allgemeinen Divisions-

problem geschehen, wenn ^ eine w— 1^° Einheitswurzel bedeutet,

ferner durch
{t) (t) (t)

die Integralgränzeu in Gleichung (25) bemchnet werden, welche bei

der bestimmt getroffenen Wahl von h und ft]
,

/i,? • • • f**-} zudem
Werthe t gehören, endlich

vi-nf, nf, . nl')

eine ganze symmetrische Function der Grössen rf^^ , r]f, . . . t]^*^

vorstellt, die Summe

(g)'
• ^S^voi'Uf. • •

. <•).

Es ist unmittelbar einzusehen, dass, weil

if{x)doo_ rf{x)dx _ rf{x)dx
_A_ t r

J rm '^ '"
\l ~vmr ~ V rm' + • • • + ?j-

ist, die Grössen

VI, vV, • • ' vj
die Lösungen einer algebraischen Gleichung sind, deren Coefficienteu

rational aus

nf\ €', <', j/b^), j/iiirÖ, • /^.
zusammengesetzt sind, und dass somit auch

v(.iT, vf, <)
als ganze symmetrische Function der in ihr enthaltenen Grössen ebenso
ausdrückbar ist; beachtet man aber, dass, wenn

Hl .

H^

n T J- _L ,1 T IT rf{x)dx . . /' f{x)dx

gesetzt wird,

n i'JA'')i^ 1 1 ., r''f(x)dx ^ r' f{x)dx rf{x)dx

J VB[x) ^ ^ J YEjxJ JyBTxJ ^ '"
'^J VW)

wird, und daher, wie oben hervorgehoben, die Irrationalitäten
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]/r(^), /m^), . . /b(^)

aus den betrachteten Ausdrücken in rationaler Weise herausgeschafft

werden können, so folgt, dass

<p(nT. vf, <')

und somit auch die Summe (g) sich als rationale Function der Grössen

Vi > V2 > • • • 'ip

wird darstellen lassen, wesshalb wir

(26) .
. ^»'v(.iT, n':\ i':)=Hvr. ^t. <')

.

u

setzen wollen.

Nun können wir aber ebenso wie im allgemeinen Divisions-

problem die charakteristische Eigenschaft dieser t/;-Function ermitteln

;

setzt man nämlich an Stelle der Grössen rif, nf, • • ^^ ^^® Werthe

Vi J U2 ) • ' ip '

SO wird

=
^-^J]^'+>(V/-^^', vV'\ '

<'''')

=

^~>(^r> v;\ • .

.
<^)

,

und somit, weil & eine n— V'' Einheitswurzel ist,

(27)..««', „f, ... <•)"-= ^(.r,.r,
••<')""

Die in dieser Relation vorkommenden 7j-Werthe unterscheiden

sich nur durch die verschiedenen Werthe der Grösse m in der Glei-

chung (25), während die Werthe Je und ^t,, ^2> • • • ^>t-i tlieselben

bleiben; lässt man die letzteren Grössen alle möglichen verschiedenen

Werthe annehmen, deren .Anzahl, wie unmittelbar aus dem Glei-

chungssystem (23) zu erkennen,

/i = 1 + w + m2 +—h '*'^"' = ~ir=^r

Verbindungen liefern wird, so wird man im Ganzen für alle Ver-

bindungen der m und ft h verschiedene Werthe der Function

'-P'« = ^(^,, %, npT-^

erhalten.- Bildet man nun eine algebraische Gleichung mit den

Lösungen
W,, W„ . . . Wn,

so werden die Coefficienten ganze rationale symmetrische Functionen

aller ^-Werthe sein, d. h. symmetrische Functionen der gemeinsamen

Werlhecombinationen des Gleichungssystems (8), wenn für die Grössen
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I die Verzweigungswerthe gesetzt werden, also durch die Coefficienten

jenes Gleichungssystems für diesen P-all ausdrückbar sein.

Wird nun diese im Allgemeinen nicht algebraisch auflösbare

Gleichung als aufgelöst betrachtet, und eine ihrer Lösungen durch

Z
bezeichnet, so dass

wird, so folgt unmittelbar, wenn man für ^ sämmtliche n— 1*'' Ein-
heitswurzeln setzt, die zugehörigen Werthe von Z mit

Z^, Z^, . . . Zn-l

bezeichnet und alle Gleichungen addirt, die Gleichung

(28) (.»-i)„(,f> e . <') =T^+T^+ • • +y£7,
und man kann somit, wenn man jene Gleichung /i»«" Grades als auf-

gelöst betrachtet, die Coefficienten der verschiedenen Gleichungen
p^^" Grades bilden, deren Lösungen die Werthe

Vi, V2} • ' Vp sind.

Es mag endlich noch bemerkt werden, dass nach der Beziehung

tivf, nf,-.- <')=*->(<', ,f, . ..<')
für diejenige Function

^^^Kni, Vi, ' ' Vp),
welche, wenn

2i7t

^ = gn-l

gesetzt wird, der n— V"" Einheitswurzel ^'^ entspricht, die analoge
Relation

*"(^«, ,f, . . . ,^', = *-'>«(,(«), ,(«)
. .

.
,»)

besteht, und somit

ist, woraus wieder genau, wie oben im allgemeinen Divisionsproblem,

hervorgeht, dass

fz, = [yz,\ F,

worin F rational aus den Coefficienten der Gleichung (8) in unserm
speciellen Falle zusammengesetzt ist, und somit werden in der Glei-

chung (28) der allein in derselben vorkommenden Irrationalität ''''/Z]

alle n — 1 verschiedenen Werthe beizulegen sein.
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